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Uvod

Naloge na naslednjih straneh so prirejene iz nalog, ki so se pojavljale na kolokvijih pri
predmetu Osnove matemati¢ne analize za Studente univerzitetnega studija racunalnistva
in informatike na FRI med leti 2012 in 2018. Ponavljanju nalog, ki jih reSujemo na vajah,
sem se skuSala izogniti. Nalog z vaj v tej zbirki torej ni, razen nekaj redkih izjem, ki so
se s kolokvijev z leti preselile na vaje.

Ta zbirka vaj prav tako ni ucbenik. Informacije v okvirjih so tam le zato, da vas spomnijo
na nekaj najpomembnejsih dejstev, ki jih boste morali pri danem sklopu nalog znati.
Priporoc¢am, da si pred resevanjem vsakega sklopa preberete ustrezno poglavje v u¢beniku
[4]. Tam je teorija iz okvirjev natancéno razloZena in reSevanje kolokvijskih nalog bo
veliko lazje, e jo boste razumeli. Ce se vam zdi celo poglavje teorije prevelik zalogaj,
pa priporocam, da si pred reSevanjem kolokvijskih nalog v uc¢beniku pogledate vsaj vse
resene primere, ki veliko lepse ilustrirajo posamezne koncepte, in se Sele nato lotite nalog
iz te zbirke.

Pri sestavljanju nalog za kolokvije so sodelovali Stevilni asistenti, ki so na FRI poucevali
ali Se poucujejo ta predmet, za kar se jim iskreno zahvaljujem. Posebej se zahvaljujem
Se Martinu Vuku, ki je poskrbel za programsko resitev, ki omogoca, da naloge v izvornih
datotekah ostanejo pri svojih resitvah, v zbirki pa se izpisejo na koncu. Brez tega bi bilo
pisanje zbirke veliko tezje.

To studijsko gradivo ni recenzirano in gotovo so se v resitve nalog prikradle napake. Ce
mislite, da je kakSna resSitev napacna, ste vabljeni, da se oglasite na govorilnih urah.

Za lazjo navigacijo po dokumentu so na voljo bliznjice. Ce kliknete na simbol ¥ ob nalogi,
boste skoéili do resitve. Ce kliknete na simbol 4* ob resitvi, se boste vrnili k besedilu
naloge. Vseeno priporocam, da vsaki nalogi posvetite nekaj casa, preden se lotite branja
resitve.
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Oznake

mnozica naravnih Stevil
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imaginarna enota i = v/—1
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zaporedje
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neskoncna vrsta s ¢leni ag, aq, as, . . .

n-ta delna vsota vrste, s, =ag+a, +---+ a,
funkcija ene spremenljivke

limita funkcije, ko se x priblizuje a € R U {+o0}
odvod funkcije ene spremenljivke
logaritem z osnovo e (naravni logaritem)

funkcija dveh spremenljivk

parcialni odvod funkcije dveh spremenljivk po spremenljivki x
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POGLAVIJE 1

Indukcija

Princip matemati¢éne indukcije
Naj bo P(n) neka lastnost na mnozici naravnih stevil N in ny € N poljubno naravno
stevilo. Ce pokazemo, da
e velja P(ng) (baza indukcije) in
e Ce za neko naravno Stevilo n velja P(n) (indukcijska predpostavka), potem
velja tudi P(n + 1) (indukcijski korak),

potem smo dokazali, da lastnost P(n) velja za vse n € N, n > ny.

NALOGA 1. \
7 uporabo indukcije pokazi, da za vsako od 1 vecje naravno stevilo n velja enakost

1+34+---4+2n—-3)+2n—-1) =

NALOGA 2. <
S popolno indukcijo dokazi, da za vsako naravno stevilo n > 1 velja neenakost:
In—1)- 4n+1
| 442 4243454 g oan > OO 9) .
NALOGA 3. g
S pomocjo matemati¢ne indukcije dokazi, da za vsa naravna Stevila n > 1 velja
1 N 1 N 1 - 1 _ n(5n+13)
4 3.5 4-6 (n+1)(n+3) 12(n+2)(n+3)’
nato pa izracunaj vsoto vrste
p k (k+1)(k+3)
NALOGA 4. <

7 uporabo matemati¢ne indukcije pokazi, da je izraz 7" + 5 deljiv s 3 za vsako pozitivno
naravno Stevilo n.

NALOGA 5. v
7Z uporabo matemati¢ne indukcije pokaZi, da je za vsak n € N stevilo 7n® — n deljivo s 6.
NALOGA 6. \

7 uporabo matemati¢ne indukcije pokazi, da za vsak n > 1 velja, da je Stevilo oblike
7t 4+ 8271 deljivo z 19.

NALOGA 7. <
Zaporedje stevil (a,)nen je definirano z zacetnima ¢lenoma ag = 0, a; = 2 in rekurzivno
ZVEZO

ap = 4a,_1 — 3an 2,
ki velja za n > 2. S pomocjo matematicne indukcije dokazi, da za vsak n € N velja

n=3"—1.






POGLAVJE 2

Kompleksna Stevila

Kartezi¢éni zapis
Kompleksno stevilo z € C lahko zapisemo v obliki

z =T+ 1y,

kjer je x = re(z) realni del stevila z, y = im(z) imaginarni del stevila z in i = /—1
imaginarna enota. Konjugirana vrednost kompleksnega stevila z = x 4 1y je Stevilo

zZ=x—1y.

NALOGA 8.
Poisci vse resitve enacbe

|z —i| =]z +1]
v kompleksnih stevilih in skiciraj mnozico resitev.
NALOGA 9.
Poiscéi vse kompleksne resitve enache

2(Z4+1i) =1+1.

NaALogA 10.
Poisci vse resitve z € C enacbe

2Z — 3z = 3\/§i.

Polarni zapis
Kompleksno stevilo z € C lahko zapisemo v obliki

z = 1r(cos p +isinp) = re'”,

kjer je r razdalja od izhodis¢a in ¢ polarni kot. Pri tem velja

r=|z] in ¢ = arctan :

re(z)

De Moivrova formula
Za vsako kompleksno §tevilo z € C in naravno Stevilo n € N velja

2" = |z|"(cos(ny) + isin(ny)).

NALOGA 11.
Dana je enacba

422 +22+1=0.

a. Poisci vse njene kompleksne resitve z € C.
b. S pomocjo polarnega zapisa in de Moivrove formule izracunaj tretjo potenco resitve,
ki se nahaja v tretjem kvadrantu.
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Kompleksna Stevila

NALoGA 12.
Poisci vsa kompleksna stevila, ki zadoscajo enacbi

2 V20 = V2,
in jih narisi v kompleksni ravnini.

NAaLoGA 13. ‘
Dano je kompleksno stevilo w = %.

a. Doloci realni in imaginarni del stevila w.
b. Zapisi w v polarni obliki.

c. Poiséi vsa kompleksna §tevila z, ki resijo enacbo 23 = w?

NALoGgA 14.
1+4

Dano je kompleksno stevilo w = 1.

a. Zapisi realni in imaginarni del stevila w.
b. Zapisi stevilo w v polarni obliki.

c. S pomocjo polarnega zapisa in de Moivrove formule poisci vse resitve enacbe

22:’LU.

NALOGA 15. '
Dano je kompleksno stevilo w = %.

a. Zapisi realni in imaginarni del stevila w.
b. Zapisi stevilo w v polarni obliki.

<

c. S pomocjo polarnega zapisa in de Moivrove formule poiséi vse resitve enacbe 23 = w

in jih skiciraj v kompleksni ravnini.

NALOGA 16.
Poisci vse kompleksne resitve enacbe

(2° +1)(z — 2 — 2i) = 0.

NALOGA 17.
V kompleksnih stevilih resi enacbi

a. 25 =8,
b. 26 =722 -8 =0,

in resitve skiciraj.

NALOGA 18.
Poiscéi vse kompleksne resitve enache

(Z+D(E"+1)=0

in jih nato skiciraj v kompleksni ravnini.

NALOGA 19.
Kompleksno stevilo
z=-8
zapisi v polarnih koordinatah in nato doloc¢i vse reSitve enacbe
w' +8=0.

NaALocA 20.
Naj bo w = —v/3 + 3i.

<
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a. Z uporabo polarnega zapisa in de Moivrove formule izracunaj w”.

b. Poiséi kompleksno stevilo z, ki je resitev enacbe |z| + 2 =2+ .

NALOGA 21.
Dana je enacba

23

a. Poisci vse njene kompleksne resitve z € C.
b. Izracunaj tretjo potenco resitve z najmanjsim polarnim kotom.

NALOGA 22.
Dano je kompleksno stevilo w = 8 — 8.

a. Izracunaj w.
b. Resi enacbo 22 = w.

NALOGA 23.
Poisci vse resitve z € C enacbe

2Z=2z+7Z,
ki zadoscajo tudi enacbi

2 4+4=0
NALOGA 24.
Poiscéi vse kompleksne resitve enacbe

iz — 23 = 2i.

NALOGA 25.

Dana je enacba
3a —2a1 =5+ 1.

a. Iz enacbe izrazi kompleksno stevilo a in njegov zapis poenostavi.
b. Kompleksno stevilo a zapisSi v polarni obliki.
c. Poisci vse resitve kompleksne enacbe

Z =a

in jih narisi v kompleksni ravnini.

Kompleksne transformacije
Operacije s kompleksnimi Stevili imajo geometrijski pomen.
e Konjugiranje z — Z je zrcaljenje prek realne osi.
e Pristevanje kompleksnega stevila a € C, z — z + a, je translacija za re(a) v
smeri realne osi in im(a) v smeri imaginarne osi.
e Mnozenje z realnim stevilom r € R, z + r - 2z, je srediscni razteg za faktor r.
e MnozZenje z €2 € C, z — z - €', je rotacija za kot ¢ okoli izhodisca.
e Mnozenje s kompleksnim stevilom w € C, z +— 2z - w, je sestavljeno iz
sredis¢nega raztega za faktor |w| in rotacije za kot arg(w) okrog izhodisca.

Pri tem pozitiven ¢ ustreza rotaciji v pozitivni smeri (nasproti smeri vrtenja urinega
kazalca), negativen ¢ pa rotaciji v negativni smeri (v smeri urinega kazalca).

NALOGA 26.
Dana je mnozica

A={zeC | 0§arg(z)<g, 2] < 21,
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a. Narisi mnozico A.
b. Narisi mnozico B, ki jo dobimo, ko na mnozici A naredimo transformacijo

2 V22(1+ 1) + 1.

c. Z obmoc¢jem A naredimo naslednjo transformacijo.
e Zavrtimo ga za kot 7.
e Prezrcalimo ga preko realne osi.
e Premaknemo ga za 1 v levo in 1 navzgor.
Zapisi predpis, ki opravi opisano transformacijo.

NALOGA 27. \
V kompleksni ravnini sta podani obmocji A in B:

A = {2ze€C | [z—-1-14] <2,

B = {ze€C | |72|<1, m<arg

<arg(z —1—1) <7},
z) < 2m}.

N[N

—~

a. Narisi obe obmocji.
b. Poisci preslikavo g, ki obmocje A preslika v obmocje B.

NALOGA 28. g
Dano je obmocje A v kompleksni ravnini.

a. Zapisi predpis, ki mu zadosc¢ajo natanko kompleksna Stevila v obmocju A.
b. Narisi obmocje B, ki ga dobis, ko obmocje A preslikas s preslikavo

f(z)=i(z—1)—2.

im

re




POGLAVIJE 3

Zaporedja in vrste

Eulerjevo stevilo
Za Eulerjevo stevilo e, ki je osnova naravnega logaritma, velja

: "
e=lim [14+—] .
n—o00 n
Geometrijsko zaporedje
Geometrijsko zaporedje a,, = a - ¢" je konvergentno natanko tedaj, ko je ¢ € (—1, 1].
Pri tem je

e lima, =a,cejeq=1,
n—oo

e lim a,=0,¢ejeqe (—1,1).

n—oo

Nekaj pravil za racunanje z limitami
Za zaporedji (a,)nen, (bn)nen in Stevilo a € R velja:

e lim (a, +b,) = lim a, + lim b,,
n—oo n—oo n—oo

e lim (a, -b,) = lim a, - lim b,,
n—o0o n—o0 n—oo

a lim a,
o lim (-2 ) =" ¢ejeb,#0zavsen € Nin lim b, # 0,
bn lim bn n—00

n—oo

e lim (aa,) =« lim a,,
n—oo n—oo

e lim (a,)* = (hm an> , te jea, >0zavsen € Nin je a#0,
n—oo n—oo

. . lim b, . . . N .
e lim a’" = lim a, > ", ¢e je a, > 0 za vse n € N in obe limiti obstajata.

n—oo n—oo
NALOGA 29.
Izracunaj limiti.
2n+1 + 3. 52n+1 3n—1 2n—1
lim in lim :
n—oo 2 - 32n—1 4 (—1)n 25n n—oo \ 2+ 3n
NaLoca 30.
Izracunaj limito zaporedja s splosnim ¢lenom
1
n=-02""-2
an =327~ 2)

in ugotovi, koliko ¢lenov zaporedja je od limite oddaljeno za vsaj ﬁ.
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Zaporedja in vrste

Monotonost
Zaporedje (a,)nen je naraicajoce, ¢e za vse n € N velja

An+1 Z Q.
Zaporedje (a,)nen je padajoce, e za vse n € N velja

An+1 S Q.

Omejenost
Zaporedje (an)nen je navzgor omejeno, e obstaja zgornja meja M, tj. tako Stevilo
M € R, da za vse n € N velja

a, < M.
Zaporedje (a,)nen je navzdol omejeno, Ce obstaja spodnja meja m, tj. tako stevilo
m € R, da za vse n € N velja

ap, > m.
Zaporedje je omejeno, ¢e je navzgor in navzdol omejeno.

Dokazovanje konvergentnosti
Narascajoce zaporedje je konvergentno natanko tedaj, ko je navzgor omejeno.
Padajoce zaporedje je konvergentno natanko tedaj, ko je navzdol omejeno.

<

NALOGA 31.
Rekurzivno zaporedje (a,)nen je podano z zacetnim ¢lenom ag = 4 ter z rekurzivno zvezo
10
ap =17—
Ap—1

zan > 1.

a. Izracunaj aq in as.

b. Poisci kandidate za limito zaporedja a,,.

c. Z indukcijo pokazi, da je zaporedje a, omejeno navzgor s 5, nato pa Se, da
zaporedje narascajoce. Kaj je limita?

NALOGA 32.
Zaporedje (a,)nen je podano rekurzivno z zac¢etnim ¢lenom ag = 0 in s pravilom

An = 1/ 6+ an—1

zan > 1.

a. Ali je zaporedje a,, monotono?
b. Dolo¢i mozne limite zaporedja a,.
c. Dokazi, da ima zaporedje a, res limito.

je

<

<

NALOGA 33.
Rekurzivno zaporedje (a,)nen je podano z zacetnim ¢lenom ag = 0 ter z rekurzivno zvezo
_ 3Bap1+2
="

zan > 1.

a. Izracunaj aq in as.

b. Poisci kandidate za limito zaporedja a,,.

c. Z indukcijo pokazi, da je zaporedje a, omejeno navzgor z 1. Nato dokazi Se, da
zaporedje narascajoce. Koliko je lim,, . a,?

je
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NALOGA 34. \
Naj bo zaporedje (ay,)neny podano rekurzivno z zacetnim ¢lenom ag = 0 in splosno zvezo
a1 +6
an ==
zan > 1.

a. Z indukcijo dokazi, da je zaporedje navzgor omejeno z 2.
b. Dokazi, da je zaporedje narascajoce.
c. Dokazi, da je zaporedje konvergentno ter izracunaj limito.

Vsota vrste
Vrsta Y~ a, je konvergentna natanko tedaj, ko konvergira zaporedje
k
sk:ao+a1+a2+---+akzz Qp,
n=0

njenih delnih vsot. Vsota vrste je tedaj enaka limiti

s= lim sy.
k—o0

Potrebni pogoj za konvergentnost
Ce je lim, ., a, # 0, potem vrsta ZZO:O a, ni konvergentna.

Geometrijska vrsta
Geometrijska vrsta Y ° , ¢" je konvergentna natanko tedaj, ko je |¢| < 1. Njena

vsota je tedaj enaka
g = 1—o°

q
n=0
Od tod lahko izpeljemo se

n=k 1- q
NALOGA 35. <
Dana je vrsta
oo 3’!'L
Z(_l)n n—1
n=3 5

Ugotovi, ali konvergira. Ce konvergira, jo sestej.

NALOGA 36. ) \
Ali katera od spodnjih vrst konvergira? Zakaj oziroma zakaj ne? Ce vrsta konvergira, jo
seste;j.
54"
a. Z 32n
n=0
e 5. 32n
b. .
Z 4n

n=0
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NALOGA 37. \
Zaporedje (a,)nen je dano s predpisom

9.3"
22n

a, =
za vse n > 0.

a. Izracunaj limito lim a,,.
n— o0

b. Izracunaj vsoto vrste >~ 925’: ali pokazi, da vrsta ne konvergira.
NALOGA 38. g
Ugotovi, ali vrsta
=12k
Z Jk+1
k=1

konvergira ali ne. Ce konvergira, jo sestej.

Naroca 39. \Y

Naj bo
1 2
ap, = (1 + ) )
n+1
a. Izracunaj lim,, . a,.

b. Ali vrsta >~ a, konvergira?
c. Izracunaj vsoto vrste

= 2
ZQ 3n—2 :

NALogA 40. <

Sestej vrsto
(2
=)

n=2
Za katere vrednosti x konvergira vrsta

n=2
NALOGA 41. €
Za katere vrednosti parametra a je vrsta
iiqa—n%
+1
n=1 3"
konvergentna? Za te vrednosti parametra tudi izracunaj njeno vsoto.
NALOGA 42. \
Dana je vrsta
>2(5)
n=2 T+

a. Ugotovi, za katere vrednosti x ta vrsta konvergira.
b. Za te vrednosti x jo seste;j.



POGLAVIE 4

Funkcije

Racunanje limit funkcij
Pri ra¢unanju limit funkeij (tudi levih in desnih ter limit v neskonénosti) veljajo enaka
pravila kot pri racunanju limit zaporedij. Velja tudi

1" 1 1
lim (1 + —) =e, lim(1+ x)ﬂlc —e in lim s =1,
T—00 X z—0 z—=0 I

L’Hospitalovo pravilo
Naj bosta f in g odvedljivi funkciji in naj bo ¢’(xz) # 0 na nekem odprtem intervalu
okoli a (razen morda v a). Ce je

lim f(z) =lim g(z) =0 alipa lim f(z)=lim g(z) = oo,
T—ra T—ra

Tr—a Tr—a
potem je
/
L@ fle)
T—a g(aj r—a g’(x)
NALOGA 43.
Izracunaj naslednje limite, ¢e obstajajo:
1 244212
a. lim Ve , c. lim rorar— 22 ,
z—1 Q}—12 o\ 2 |QZ—2’
x 2 _
b. lim < T , d. hmw
z—o00 €% + 4 x /2 |£E—2’

Zveznost funkcije
Funkcija f je zvezna v tocki a, ¢e je

lm f(z) = f(a) = I f(z).

Ce je funkcija f zvezna v tocki L = lim g(z), potem je
Tr—a

lim f(g(z)) = f(lim g(z)),

tj. pri racunanju limit lahko menjamo vrstni red limite in zvezne funkcije.

NALOGA 44.

Funkcija f: R — R je podana s predpisom
el/z_1
/iy T # 0,
€Tr) =
/(@) { a, =0.

a. Izracunaj levo in desno limito v tocki 0.
b. Ali je mozno izbrati tak a, da bo funkcija f zvezna?
c. Skiciraj graf funkcije f.
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NALOGA 45. <

Funkcija f je definirana s predpisom
log(z) +2, = >1,
fx) = ar+b, —-1l<z<l,
e 43, v < —1.

a. Doloci a in b tako, da bo funkcija f zvezna na vsej realni osi.

b. Izracunaj lim (e®™ + 3).
T—r—00

c. Skiciraj graf funkcije f.
d. Ali je funkcija f injektivna?

NALOGA 46. g
Doloci konstanti a in b tako, da bo funkcija f, definirana s predpisom

—x—5, v< =2,
flx)=1< ax?+b, —2<z<]1,
logx, x>1,
zvezna na vsej realni osi. Pri tako dolocenih a in b poisci zalogo vrednosti funkcije f ter
ugotovi, ali je injektivna.

NALOGA 47. <
Funkcija f je definirana s predpisom

ae®, x < =2,
fle)=¢ z+1, —2<ax<1,
b+ %, x> 1.
a. Dolodi a in b tako, da bo f zvezna na vsej realni osi.

b. Dolo¢i zalogo vrednosti f.
c. Ali je f injektivna?

NALOGA 48. v
Funkcija f: R\ {1} — R je podana s predpisom

arctan (——), z <1,
f(x) :{ (17m) <

aﬁfl x> 1.

rz—1 7

Doloci tak a € R, da bo mogoce f zvezno razsiriti na vsa realna stevila.

NALOGA 49. <

Naj bo
1
f(z) = arctan (3: — 1) :

a. Doloci definicijsko obmocje funkcije f.
b. Izra¢unaj limiti li\n% f(z) in li/n% f(z).

c. Za katere a € R lahko funkcijo

4(z) = (x + a) arctan (m ! 1)

razsirimo do zvezne funkcije na celotni realni osi?
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Zaloga vrednosti in graf
Zaloga vrednosti funkcije f: Dy — R je mnozica

Zf = {f(:c) eR ’ T € Df}
Graf funkcije f je mnozica

{(z,f(z)) e Rx R |z € Dy}.

Sodost in lihost
Funkcija f je soda, e za vse x € Dy velja

f(=x) = f(x).
Funkcija f je liha, ¢e za vse x € Dy velja
f(=z) = —f(z).

Injektivnost in surjektivnost
Funkcija f je injektivna, Ce razlicni Stevili preslika v razliéni vrednosti, tj. za vse
x1, T2 € Dy velja

11 # 29 = f(21) # f(72).

Funkcija f: Dy — R je surjektivna, ce je Z; = R.

Monotonost

Za odvedljivo funkcijo f velja:
e Ceje f'(x) > 0 za vse x € (a,b), je f narascajoca na intervalu (a, b),
o Ceje f'(x) <0 zavse x € (a,b), je f padajoca na intervalu (a,b).

Ce odvod f' v tocki z spremeni predznak, potem je zo lokalni ekstrem funkeije f.

Konveksnost in konkavnost

Za dvakrat odvedljivo funkcijo f velja:
o Ceje f"(x) >0 zavse x € (a,b), je f konveksna na intervalu (a, b),
o Ceje f"(x) <0 zavse x € (a,b), je f konkavna na intervalu (a, b).

Ce drugi odvod f” v tocki z, spremeni predznak, potem je xy prevoj.

NaALogA 50.

Dana je funkcija
x

a. Poisci definicijsko obmocje funkcije f.

b. Dolo¢i nicle in pole funkcije f.

c. Izracunaj odvod funkcije f in dolo¢i morebitne lokalne ekstreme.
d. Skiciraj graf funkcije f.

NALOGA 51.
Dana je funkcija f(z) = 2*logx .

a. Doloci definicijsko obmocje, ni¢le in limite na robu definicijskega obmocja.
b. Izrac¢unaj odvod in limite odvoda na robu definicijskega obmocja.

c. Doloc¢i ekstreme in intervale narascanja in padanja.

d. Doloc¢i prevoje in intervale konveksnosti in konkavnosti.



22 Funkcije

e. Narisi graf funkcije.

NALOGA 52. <
Skiciraj graf funkcije
1
f(x) = ze=.
Pri tem moras dolociti definicijsko obmocje, obnasanje na robu definicijskega obmocja
(leve in desne limite), stacionarne tocke, obmodcja narascanja in padanja ter obmocja
konveksnosti in konkavnosti.

NALOGA 53. \
Za funkcijo

log(2?)
fla) =25
dolo¢i definicijsko obmocje Dy, simetrijo (sodost/lihost), nicle, stacionarne tocke, intervale

narascanja/padanja, intervale konveksnosti/konkavnosti ter limite na robovih Dy, nato
pa funkcijo ¢im bolj natancéno narisi.

NALOGA 5H4. <

Dana je funkcija
x
= t .
f(z) = arctan <x2 — 1>

Doloc¢i definicijsko obmocje, nicle, pole in limite funkcije f na robu definicijskega obmocja
ter nato skiciraj njen graf.

NALOGA 55. g
Skiciraj graf funkcije

22

flz)=xe 7.
Pri tem moras dolociti nicle, stacionarne tocke, obmocja narasc¢anja in padanja, prevoje,
obmocja konkavnosti in konveksnosti ter izracunati limito f(z) za * — oo in x — —o0.
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Odvod, tangente in ekstremalni problemi

Tangenta
Enacba tangente na graf odvedljive funkcije f v tocki (xq, f(z0)) je

y — f(xo) = f'(wo)(z — x0),

tj. smerni koeficient tangente je enak vrednosti odvoda f'(xg).

NALOGA 56. <
Podana je funkcija f(z) = log (-%).

a. Doloci definicijsko obmocje in nicle funkcije f.

b. Narisi grafa funkcij g(z) = —*5 in f(z) = log (ﬁ) v isti koordinatni sistem.

c. Izracunaj enacbo tangente na graf funkcije f v tocki x = 2.

NALOGA 57. <
Dana je funkcija

flz) =V6 —x+ 22

a. Doloci definicijsko obmocje funkcije f in jo priblizno skiciraj.
b. Zapisi enacbo tangente na graf funkcije f v tocki x = 2.

NALOGA 58. <
Poisci vse tocke z, kjer tangenta na graf funkcije

f(z) =2* - 62% + 100 — 4
oklepa z osjo x kot 7, in v vsaki dobljeni tocki zapisi enacbo tangente.

NALOGA 59. <
Dana je implicitno podana krivulja

x? + 22y — 3y = 1.

Poisci tocki na krivulji z & koordinato enako 1. ZapiSi enacbi tangent na krivuljo v
dobljenih tockah in pois¢i njuno presecisce.

NaALoGcA 60. \Y

Dana je funkcija
22
=1 :
) =tog ()

a. Doloci definicijsko obmocje funkcije f.
b. Dolo¢i vse z, za katere je tangenta na graf funkcije y = f(x) v tocki (z, f(z))
vzporedna premici z enacbo y = —%(:p +6).
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Ekstremi funkcije ene spremenljivke
Tocke, v katerih je f'(rg) = 0, imenujemo stacionarne (ali kritiéne) tocke in so
kandidati za ekstreme funkcije. Ce odvod f’ v tocki zy spremeni predznak, potem je
xo lokalni ekstrem funkcije f.
Ce je f dvakrat odvedljiva in x, njena stacionarna tocka, potem ima funkcija f v
tocki xq

e lokalni minimum, ¢e je f”(x¢) > 0 in

e lokalni maksimum, ¢e je f”(zq) < 0.
Kandidati za ekstreme so Se tocke, v katerih odvod ni definiran, in tocke, ki lezijo na
robu definicijskega obmocja.

NALOGA 61. <
Dani sta tocki A(1,—2) in B(3,3). Poiséi tisto tocko C' na paraboli y = x?, za katero je
vsota kvadratov razdalj do tock A in B minimalna.

NALOGA 62. <
Naj bosta z in y stevili z intervala [0, 7], katerih vsota je enaka 6. Doloci stevili z in y
tako, da bo:

a. vrednost 2% + 2y* najmanjsa,
b. vrednost x? + 2y* najvecja.

NALOGA 63. <
Janez se vozi po ravnini Zahodne Sahare po cesti, ki ima obliko krivulje y = /322 — 2z + 1
in iS¢e mesto, kjer bo signal najmocnejsi in bo lahko odgovoril na nujen klic od doma.
Poisci tocko na Janezovi cesti, ki je najblize mobilnemu oddajniku, ki stoji v tocki T'(3,0).

NALOGA 64. \
S terenskim vozilom se vozimo po ravni cesti vzdolz osi x. Radi bi prisli do tocke
A(200,24). Po cesti se lahko vozimo s hitrostjo 130 km/h, po terenu zunaj osi = pa
le s hitrostjo 50 km/h. Kaksno pot moramo ubrati, da pridemo ¢im hitreje do tocke A,
¢e zacnemo v izhodiscu koordinatnega sistema?

NALOGA 65. <
Podjetje zeli izdelovati posode valjaste oblike brez pokrova. Kaksno mora biti razmerje
med viSino posode v in polmerom osnovne ploskve r, da bo pri dani povrsini S posoda
imela najvecjo mozno prostornino V7

NALOGA 66. \
Na voljo imamo 24 metrov ograje. 7 njo bi radi ogradili pravokoten vrt tako, da bo
znotraj vrta dodatna pregrada (glej sliko). Koliksna naj bo Sirina in visina vrta, da bo
njegova povrsina kar najvec¢ja mozna?

NALOGA 67. <
Kot dobri vrtnarji bi radi ogradili vrt s 300 m ograje, ki nam je na razpolago. Zelimo
imeti pravokotno ograditev, ki je razdeljena na tri dele, kot to kaze slika. Koliksna je
najvecja povrsina, ki jo lahko tako ogradimo?
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NALOGA 68. \
Kmet Janez zeli ob svojo zelo dolgo hiso postaviti z ograjo ograjen vrt, ki bo v obliki
pravokotnika in razdeljen na 3 (ne nujno enaka) pravokotna obmoéja. Na sliki ¢rtkana
¢rta predstavlja ograjo, sivo obmocje pa je hisa. Ob hisi ni ograje. Kaksno mora biti
razmerje med dolzino in Sirino vrta, da bo njegova povrsina kar najvecja?

NALOGA 69. \
V polkrog z radijem 1 vértamo pravokotnik ABC'D tako, da oglis¢i A in B lezita na pre-
meru, oglisci C'in D pa na loku polkroga. Koliksni naj bosta dolzini stranic pravokotnika,
da bo ploscina pravokotnika maksimalna?

NALoGA 70. <
Elipsi s polosema 4 in 3 vértamo pravokotnik s stranicama 2x in 2y, katerega stranice so
vzporedne polosema. Doloc¢i z in y tako, da bo imel najvecjo ploscino.

3_







POGLAVIJE 6

Funkcije ve¢ spremenljivk

Gradient
Gradient funkcije dveh spremenljivk f(z,y) je enak

(gradf)(z,y) = (folz,y), fy(z,y)).
Stacionarne tocke so resitve sistema
fiﬂ(xa y) - 07
fy(xa y) = 0.

NALOGA T1. <
Dana je funkcija

f(z,y) = 20°%y* — 2%y — 4o + 3y — 1.

a. Doloci prve parcialne odvode funkcije f.
b. Zapisi funkcijo f(z,2) in klasificiraj njene lokalne ekstreme.

NALOGA T2. <
Za funkcijo

flay)=e™(@—-1)(y+1)
izracunaj (gradf)(z,y) in dolo¢i njene stacionarne tocke.

NALOGA 73. <
Naj bo
f(z,y) = 32> — 3y* + 8y — 62 — 8y + 3.

a. Izracunaj gradient funkcije f.
b. Izracunaj stacionarne tocke funkcije f.

Smerni odvod
Smerni odvod funkcije dveh spremenljivk f(z,y) v tocki (zg,yo) v smeri vektorja @

je enak R
Fa (w0, 90) = (gradf)(zo, yo) - @
T @] '

Pri tem - oznacuje skalarni produkt vektorjev.

NALOGA 74. \
Podana je funkcija dveh spremenljivk

fla,y) =e"(a+y* +2y) .
Izracunaj smerni odvod funkcije f v tocki (0,1) v smeri vektorja @ = (1,—1). Ali v tej
smeri vrednosti funkcije f narascajo ali padajo?

NALOGA 75. g
Dana je funkcija dveh spremenljivk

flx,y) :xy+i(ai4+y4—5)-
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b. Izracunaj smerni odvod funkcije v tocki (1,1) v smeri vektorja @ = (—1,1). Ali v
tej smeri vrednosti funkcije f narascajo ali padajo?
c. V kateri smeri v tocki (1, 1) funkcijske vrednosti najhitreje narascajo?

NALOGA 76. \
Dana je funkcija f(z,y) = 2 + zy + %

a. Doloci definicijsko obmocje funkcije f.

b. Zapisi gradient funkcije f.

c. Izracunaj smerni odvod funkcije f v tocki (1,1) v smeri najhitrejsega narascanja.
NALOGA T77. \

Podana je funkcija
f(z,y) = 2° = 3z%y — 9ay® + 3y,

a. Doloci vse njene stacionarne tocke.
b. Izra¢unaj smerni odvod funkcije v tocki (1,1) v smeri proti koordinatnemu iz-
hodiscu.
NALOGA 78. <
Dana je funkcija
1 1
=——+ —logy.
flw,y) = ——+Slogy

a. Doloci vse tocke v ravnini, za katere je y = 1 in ima funkcija f(z,y) ekstrem.
b. Za vsako od teh tock izrac¢unaj smerni odvod funkcije f(z,y) v smeri gradienta.

Nivojnice

Nivojnica (ali nivojska mnozica) funkcije dveh spremenljivk je mnozica tock v ravnini
R x R, v katerih funkcija f zavzame enako vrednost. Za vsak ¢ € Z; je ustrezna
nivojnica krivulja, podana z enac¢bo

flz,y) =c

NALOGA T79. \
Podana je funkcija dveh spremenljivk

fz,y) = Va2 — 2z 412 + 1.

a. Dolo¢i njene nivojske krivulje f(z,y) = ¢ in jih skiciraj za ¢ =0, c=1in ¢ = 4.
b. Dolo¢i njene stacionarne tocke.
c. Dolo¢i njen gradient v tocki 7°(0, 1).

NALOGA 80. <
Naj bo
f(z,y) = arctan (2:152 — y) )
a. Skiciraj nivojnice f(z,y) =czac= -5, c=0inc= 7.
b. Izracunaj prva parcialna odvoda funkcije f.
NALOGA 8. <

Podano imamo funkcijo dveh spremenljivk
fla,y) =927 + 4y,

a. Skiciraj nivojnice funkcije f(z,y) za nivoja ¢ =1 in ¢ = 4.
b. Izra¢unaj gradient funkcije f(z,y).
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c. Ali funkcija f(z,y) v tocki T(1,1) pri majhnem premiku v smeri vektorja @ =
(—2,2) narasca ali pada?

NALOGA 82. <&
Naj bo

g(z,y) =log ((x —1)* +¢°).

a. Doloci definicijsko obmocje funkcije g.

b. Opisi in skiciraj nivojnice funkcije g pri ¢ = 0, ¢ = log(4) in ¢ = log(9).

c. Izracunaj smerni odvod funkcije g v tocki (0,1) v smeri proti koordinatnemu iz-
hodiscu.

d. V kateri smeri v tocki (0,1) funkcija g najhitreje pada?

NALOGA 83. \Y
Naj bo

2

flz,y) = e

a. Skiciraj nivojnici f(z,y) =czac=1inc=e.
b. Doloc¢i stacionarne tocke funkcije f.
c. Dolo¢i smerni odvod v tocki (1, 1) v smeri vektorja a = (0, 2).

NALOGA 84. <
Za funkcijo dveh spremenljivk

flz,y) = a2+ y? — 2z

doloci definicijsko obmogje,

skiciraj nivojnice za ¢ = \/§ mc= \/g,
izracunaj grad f in

dolo¢i smer najhitrejsega padanja v tocki (2, 2).

o op

NALOGA 85. <&
Naj bo

[, y) =

a. Skiciraj nivojnici za ¢ =0 in ¢ = 1.

b. Izracunaj gradient funkcije f v tocki (1,1).

c. V kateri smeri vrednost funkcije f najhitreje naraste, ¢e se malo premaknemo iz
tocke (1,1)7
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Hessejeva matrika in klasifikacija ekstremov
Hessejeva matrika dvakrat zvezno parcialno odvedljive funkcije f(x,y) je matrika
drugih odvodov

Hiz.y) = [ foa(@,y)  foy(2,y) ] |

foy(T,9)  fyy(2,y)

Ce z D(x,y) oznacimo determinanto

D(ZL‘, Z/) = det(H(m, y)) = fmw(xv y)fyy(m7 y) - fﬂcy(xv y>2
in je (zg,yo) stacionarna tocka funkcije f, potem velja:

e Ce je D(xg,yo) > 01in frr(z0,y0) > 0, je (zo, yo) lokalni minimum,
e ¢e je D(xg,y0) > 01in fru(z0,50) <0, je (29, yo) lokalni maksimum,
e ce je D(xo,y0) <0, je (zo,yo) sedlo,

e Ce je D(xg,y0) = 0, potem nam kriterij ne pove nicesar (tocka je lahko mini-
mum, maksimum ali sedlo).

NALOGA 86. <
Podana je funkcija

flzy) =2 + 4oy +y* + 1.

a. Doloci vse stacionarne tocke funkcije f in jih klasificiraj.
b. Izra¢unaj smerni odvod funkcije v tocki (1,1) v smeri vektorja @ = (2,2). Ali v
tej smeri vrednosti funkcije f narascajo ali padajo?

NALOGA 87. g
Dana je funkcija dveh spremenljivk

fx,y) =

x
2?2+y?+ 1
a. Skiciraj nivojnici f(x,y) =czac=01in c= %L.

b. Izracunaj gradient funkcije f.

c. Doloci vse stacionarne tocke funkcije f in jih klasificiraj.

NALOGA 88. <
Dan je kvader s stranicami a, b in ¢ z volumnom V = 1.

a. Zapisi povrsino kvadra kot funkcijo dveh stranic a in b.
b. Doloci a in b tako, da bo povrsina kvadra najvecja mozna.

Vezani ekstrem

Denimo, da is¢emo ekstrem funkcije f(z,y) pri pogoju v(z,y) = 0 (ta pogoj imenu-
jemo wvez). Predpostavimo Se, da sta f in v parcialno odvedljivi in je gradv # 0 za
tocke, v katerih je v(z,y) = 0. Definiramo funkcijo

F(z,y,A) = fz,y) + do(z,y).
Potem lahko zgornji problem resimo tako, da pois¢emo ekstreme funkcije F'(z,y, \).

NALOGA 89. <
Poigéi minimum in maksimum funkcije f(x,y) = zy na krivulji 322 + y* = 6.
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NALOGA 90. \
Podano imamo funkcijo dveh spremenljivk

f(l',y) =4z — 2y
Dolo¢i najmanjso in najvecjo vrednost, ki jo doseze med tockami (x,y) v ravnini, ki
zadoséajo zvezi x* + y* = 20.
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Integral

Osnovni pravili za racunanje nedolocenih integralov

/af(a:) de = a/f(a:) dx

[r@o@ar = [ s do [ o) i

Vpeljava nove spremenljivke

[ et do= [ 1 a

NALoGgA 91.
Naj bo

a. Doloci stacionarne tocke funkcije f.
b. Izracunaj nedoloceni integral

2r — varesin x
V1— 22

NALOGA 92.
Izracunaj nedoloceni integral

dz.

Integracija po delih (per partes)

/u(x)v’(x) dr = u(z)v(z) — /v(x)u/(x) dx

NALOGA 93.
[zracunaj nedoloc¢ena integrala

a. /xsin(x) dz,
b. /xsin(xZ) dx.

NALOGA 94.

Naj bo
Cos T

sinz

a. Izracunaj odvod funkcije f.



34

Integral

b. S pomocjo substitucije izracunaj nedoloceni integral

/ f(z) de.

c. S pomocjo pravila za integriranje po delih izra¢unaj

x
—— dz.
sin® x

NALOGA 95.
Izracunaj nedolocena integrala

4
) —d
& /x2—0—2x o

b, / zlog(z) da.

Newton-Leibnizova formula
Ce je F(x) katerikoli nedoloceni integral funkcije f, je

/ (@) dz = F(b) — Fla).

Lastnosti dolocenega integrala

é:f(x)dx _ —/abf(x)dx
f(z) dz =
/abf(x)dx _ /acf(x)dx—i—/cbf(x)dx

Poleg tega veljajo analogna pravila kot za racunanje nedolo¢enega integrala.

NALOGA 96.
Izracunaj integrala

a. | ze 2 du,
¢ 1

b./ cos(m log ) .
1 x

Posploseni integral
Ce je funkcija f: [a,00) — R zvezna, potem je

/ " fla) de = tim / f@) de,

Ce integral in limita na desni obstajata za vse t > a.
Ce je funkcija f: (—o0,a] — R zvezna, potem je

| sty do= tim [ ) ds

¢e integral in limita na desni obstajata za vse t < a.
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NALOGA 97. \
7 vpeljavo nove spremenljivke t = log x izracunaj integral

1
—— dx.
/xlogQ(a:) !

y e 1
Ce obstaja posploSeni integral / ———— dz, izracunaj njegovo vrednost.
e wlog* ()
NALOGA 98. g
Izracunaj nedoloceni integral funkcije
1
ez
flx) = —

Pomagaj si s substitucijo t = i Ali obstaja kateri od integralov

/Olf(x) dr  ali /loof@) dz ?

Ce obstaja, ga izracunaj.
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Uporaba integrala

Ploscina obmocja pod grafom
Ce je funkcija y = f(x) integrabilna in pozitivna na intervalu [a, b], potem je plos¢ina
obmoc¢ja, ki ga omejujejo os x, graf funkcije f in premici x = a ter x = b, enaka

S:/abf(:v) dz.

NALOGA 99. <
Doloéi plogéino obmoéja med krivuljama y = 2 + 1 in y = —2? + 3z + 4.
NarocA 100. <

Dani sta funkciji f(z) = 2% — 22> + 2+ 1 in g(z) = 2z — 1.

a. Poisci vsa presecisca funkcij f in g.

b. Narisi skico omejenih obmocij, ki jih oklepata grafa funkcij f in g.

c. Koliksna je skupna ploscina teh obmocij?
NaLoca 101. \
Narisi lik, ki ga omejujeta krivulji y = €** in y = —e?® + 4 skupaj z osjo y, nato pa
izracunaj ploscino tega lika.
NALOGA 102. \
[zracunaj ploscino obmocja med grafoma funkcij

flz)=2(1—2) in g(z)=—2z.
NaLoca 103. <
Izracunaj ploséino omejenega lika, ki ga omejujeta grafa funkcij g(z) in h(x) skupaj z
ordinatno osjo, ¢e je
g(x) =sinz in h(zr)=x—m.

NaLoGa 104. \
Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujejo vsi trije grafi funkcij f(z) = 14—222, g(z) = 922+3
in hiz) = 2%+ 2.

NALOGA 105. \
Izracunaj ploséino, ki jo graf funkcije f(z) = x sinz oklepa z osjo x na intervalu od [—m, .
NALOGA 106. \

Za funkcijo f(x) = (2% — 1)e”

a. narisi graf,
b. izracunaj nedoloceni integral [ f(x) dz in
c. doloci ploscino obmocja, ki ga omejuje graf skupaj z osjo x.
NarLocGa 107. <
Naj bo
f(x)=(@+1)(z—2) in gz)=(z+1)(z—2)(z+3)%.
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Uporaba integrala

a. Doloci vsa presecisca grafov funkcij f in g.

b. Skiciraj grafa funkcij f in g.

c. Grafa funkcij f in g dolocata tri omejena obmoc¢ja v ravnini. Izracunaj skupno
ploscino omejenih obmodij.

NAaLocA 108.

Z uvedbo ustrezne nove spremenljivke izracunaj integral

/—i—m
V1i—22

Nato izracunaj ploscino lika pod grafom funkcije f(x) = z?sinx na intervalu [0, 7].

NAaLocA 109.

Dana je funkcija f(z) = (z — 1)e™”.

a. Izracunaj nedoloceni integral

/ﬂ@m

b. Izracunaj posploSeni integral

Amf@pm.

<

<

c. Koliksna je plos¢ina obmocja, ki ga graf funkcije oklepa z osjo x na intervalu [0, 00)?

Dolzina loka

Dolzina loka vzdolz grafa funkcije f med z = a in x = b je enaka

l::L/mx/l—%(f%x)P da.

NaLogaA 110.
Dane so funkcije

()

1

ST

2 T 1
g(x) = % in h(z) =log Z"” i_ T

a. Izracunaj plos¢ino obmocja med krivuljama z enacbama y = f(x) in y = g(x).
b. Izra¢unaj dolzino grafa funkcije h nad intervalom [log 2, log4].

NaLoga 111.
Dana je krivulja

.’,US
fle) =545

Izracunaj dolzino loka grafa te krivulje na intervalu [1,2].

<

Volumen vrtenine

osi x, je enak

Volumen vrtenine, ki jo dobimo, ¢e graf funkcije f na intervalu [a, b] zavrtimo okrog

vzwézﬂﬂfdu

NALoGcA 112.

Dani sta funkciji f: R — R in g: [0,00) — R s predpisoma

f(z)
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a. Izracunaj nedoloceni integral:

/ f(z) da.

b. Obmoc¢je med grafom funkcije g in abscisno osjo zavrtimo okoli abscisne osi in
dobimo neomejeno telo D. Prepricaj se, da ima telo D konc¢no prostornino, nato
pa jo Se izracunaj.

NALOGA 113. N\
Podani sta krivulji f(z) = 32* — 6z + 5 in g(z) = 6z — 4.

a. Izracunaj ploscino lika, ki ga omejujeta ti dve krivulji.
b. Izracunaj volumen telesa, ki ga dobimo z vrtenjem lika iz tocke (a) okrog osi .

NALOGA 114. <
[zracunaj prostornino vrtenine, ki jo dobimo, ¢e funkcijo

fla) = ——

ONG
zavrtimo okoli osi = na intervalu [e, 00).

Pot, hitrost, pospesek
Hitrost je odvod poti po casu, pospesek je odvod hitrosti po ¢asu. Hitrost je plos¢ina
pod grafom pospeska, pot je plos¢ina pod grafom hitrosti. Z enacbami:

o(t) = s(t),

a(t) = o),

Pri tem ° oznacuje odvod po casu.

NALOGA 115. <
Kolesar v zakljucku dirke vozi s hitrostjo 7 m/s, potem pa zacne pospesevati. Njegovo
hitrost v prvih treh sekundah pospesevanja opise enacba

1
mw:7+§ﬂ

Koliksno pot opravi v teh treh sekundah, ce velja

8(t) = v(1),

kjer je s(t) pot, ki jo kolesar prevozi v ¢asu ¢ od zacetka pospesevanja? Kaksno hitrost
ima po treh sekundah, ko preneha s pospesevanjem?






Resitve

1. Indukcija

RESITEV NALOGE 1. ¢

Najprej preverimo, da trditev velja za n = 2 (baza indukcije). Pri n = 2 je zadnji ¢len na
levi strani enak 2-2 — 1 = 3 in res je

1+3=4=2%

torej za n = 2 trditev velja. Pri indukcijskem koraku bomo pokazali, da trditev velja za
n + 1, ¢e predpostavimo, da velja za n. Po indukcijski predpostavki je torej

1+3+--+2n-3)+(2n—1) =n>
Izracunamo

143+ +@2n+1)-3)+Q2n+1)—1) = 1+3+-+2n—1)+2n+1) =
n?+(2n+1) =

n?4+2on+1=

= (n+1)%

Pri tem smo iz prve v drugo vrstico prisli tako, da smo uporabili indukcijsko predpostavko,

s katero smo prvih n élenov vsote zamenjali z n?.

RESITEV NALOGE 2. T

Najprej preverimo, da trditev velja za n = 1 (baza indukcije). Leva stran je enaka 1-4 = 4,
desna pa

(3—1)-42 2.16 32 5
9 9 9~ °79

Kerje4 > 3+ g, trditev za n = 1 velja. Zdaj pa predpostavimo, da trditev velja za n, in
jo dokazemo za n + 1 (indukcijski korak). Velja torej indukcijska predpostavka

(3n — 1) - 4t
5 .

1-44+2-424+3-434+...4+n-4">
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Izracunamo

In—1 _4n+1
1-44+2- 4+ 4+n-4"+(n+1)-4" > (8n 9> +(n+1)-4"" =

(B3n —1) -4 4 9(n +1) - 4"+

9

B (3n—1)—|—9(n+1)'4n+1:
9
B 12n+8_4n+1:

9
_ 4(3n+2) g
9
(3(n+1) — 1) - 47+2
5 .

Vidimo, da ob uporabi indukcijske predpostavke trditev velja tudi za n + 1.

RESITEV NALOGE 3. T

Pri n =1 (baza indukcije) je edini ¢len na levi strani
1 1

2-4 8
in ker je tudi
1-(5-14+13) 18 1
121+2)(1+3) 12-3-4 8’
enakost za n = 1 velja. Indukcijski korak bomo naredili tako, da bomo ob predpostavki,
da trditev velja za n, dokazali, da velja tudi za n+ 1. Po indukcijski predpostavki je torej

1 n 1 N 1 P 1 _ n(5n + 13) ‘
2-4 3-5 4-6 n+1)(n+3) 12(n+2)(n+3)
[zracunamo
1 1 1 B
ﬁ+"'+(n+1)(n—|—3)+(n+2)(n—|—4)_
n(5n + 13) 1

12n+2)(n+3) (n+2)(n+4)
 nn+13)(n+4)+12(n+3)

12(n+2)(n+3)(n+4)
5n® + 33n? + 64n + 36

12(n+2)(n+3)(n+4)

(5n 4+ 18)(n + 1)(n +2)

12(n+2)(n+3)(n+4)

(5n 4 18)(n + 1)

12(n+3)(n +4)
(5(n+1)+13)(n+1)

12((n+1)4+2)((n+1)+3)’

in vidimo, da trditev velja tudi za n + 1. Pri tem smo pri prvem enacaju vse sumande

razen zadnjega zamenjali z desno stranjo indukcijske predpostavke.

Poleg tega smo morali izraz 5n3 +33n%+64n+ 36 zapisati kot produkt. To lahko naredimo
tako, da uganemo eno niclo. Ker iz stopenj polinomov sklepamo, da se bo en ¢len na
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koncu pokrajsal, so smiselni kandidati —2, —3 in —4. Vrednosti lahko hitro izracunamo s
pomocjo Hornerjevega algoritma in hkrati dobimo razcep

5n° + 33n® + 64n + 36 = (n + 2)(5n* + 23n + 18).
Drugi faktor lahko zapisemo kot
5n? + 23n + 18 = 5n* 4+ 18n + 5n + 18 = n(5n + 18) + (5n + 18) = (5n + 18)(n + 1),
seveda pa bi lahko uporabili tudi formulo za korene kvadratne enacbe.

S tem smo izracunali delne vsote s, vrste >, ( 1 Ker je

(k+1)(k+3) "

n(5n + 13)
12(n 4+ 2)(n + 3)

Sp —

zgornja vrsta konvergira in njena vsota je =.

in je lim, o s, = B

5
127
RESITEV NALOGE 4. T

Pri n = 1 (baza indukcije) ima izraz vrednost 7' + 5 = 12 in je seveda deljiv s 3. Za
indukcijski korak bomo predpostavili, da 3 deli 7" + 5 (indukcijska predpostavka), in
dokazali, da potem deli tudi 7"+ 4-5. Indukcijska predpostavka torej pravi, da je 7 +5 =
3k za neko celo stevilo k. Zato je

745 = 77"+ (7-6)-5=
= 7-T"4+7-5-30=

= (7" +5)—30 =
= 7-3k—30=
3(7k — 10).

Vidimo, da je (¢e velja indukcijska predpostavka) tudi izraz 7" + 5 deljiv s 3.
RESITEV NALOGE 5. @

Pri n = 0 (baza indukcije) dobimo 7- 0% — 0 = 0, kar je res deljivo s 6. Predpostavimo Se,
da trditev velja za n in dokazimo, da potem velja tudi za n + 1 (indukcijski korak). Po
indukcijski predpostavki lahko torej pisemo 7n® — n = 6k za neko celo stevilo k. Potem

pa je
Tn+1P—(n+1) = TM*+3n*+3n+1)—n—1=
T’ —n+21n° +2ln + 6 =
6k+6+3-7-n(n+1).

Prva dva sumanda sta oc¢itno deljiva s 6. Tretji sumand je ocitno deljiv s 3. Ker pa
sta n in n 4+ 1 dve zaporedni naravni Stevili, je eno od njiju gotovo sodo, zato je tretji
sumand deljiv tudi z 2. Sklepamo, da je torej tudi tretji sumand deljiv s 6. Ker je izraz
7(n+ 1) — (n + 1) vsota treh stevil, ki so deljiva s 6, je seveda tudi sam deljiv s 6, kar
smo zeleli pokazati.

RESITEV NALOGE 6. et

Pri n = 1 (baza indukcije) dobimo 7> + 8' = 49 + 8 = 57 = 3 - 19, kar je deljivo z 19.
Predpostavimo, da trditev velja za n in pokazimo, da v tem primeru velja tudi za n + 1
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(indukcijski korak). Naj bo torej 7%+ + 82"~! = 19k za neko celo stevilo k. Tedaj je
TR gl = 7Ll g?ginl =
= 7.7 78T 78 6487 =
7(7H 482 4 82 (7 4 64) =
= 7-19k+ 8" .57 =
= 7-19k+8"".3.19=
= 19(7k +3 .81,
Vidimo, da je izraz pri n + 1 spet deljiv z 19.

RESITEV NALOGE 7. @

Ker je vsak ¢len zaporedja odvisen od dveh prejsnjih, moramo za bazo indukcije preveriti,
da trditev velja za dve zaporedni naravni Stevili. Naj bo n = 0. Potem je

30—1=1-1=0= a,.
Pri n =1 pa velja
3l —1=3-1=2=aq.
Za indukcijski korak bomo predpostavili, da trditev velja za n — 2 in n — 1 in dokazali, da
velja tudi za n:
an, = 4a,—1—3a,_2 =
= 43" -1)=-33"*-1) =
= 4.3"1_4-3.3"243=
= 4.3 -3l 1=
= 3.3 _ 1=
= 3" -1

2. Kompleksna stevila

RESITEV NALOGE 8. ¢

Nalogo lahko resimo z geometrijskim premislekom. Tocke, ki ustrezajo enacbi, so enako
oddaljene od stevil ¢ in —1. Gre torej za tocke na simetrali daljice od ¢ do —1. Simetrala
poteka skozi tocko =X in ima smerni koeficient —1. Enacba simetrale je torej

2
L (]
- — = 1. x —
Y73 2

oziroma y = —x. Seveda pa lahko tudi piSemo z = = + iy, vstavimo v enacbo in dobimo:
|z —i| = |z+1],
|z +iy—i|] = |z+iy+1|,
[z +ily—1)] = [(z+1)+iyl,
2?4 (y—12 = V@z+1)P2+97

P4 (y—1)7 = (z+1)°+y7
Pyt —2y+1 = 22+ 20+ 1495
-2y = 2,

Yy = —x.
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im

re
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RESITEV NALOGE 9. s
Pisimo z = x + iy. Potem je
2(Z+1i) = 141,
(x+iy)(x —iy+i) = 144,
v —dvy tiztizy+yt -y = 141,
P tir4+yt—y = 144

Dve kompleksni stevili sta enaki natanko tedaj, ko imata enaki realni komponenti in enaki
imaginarni komponenti. Torej je

2y -y = 1,
z = 1.
Ko vstavimo z = 1 v prvo enaébo, dobimo y? —y = 0 oziroma y; = 0, y» = 1. ReSitvi sta
torej z1 =11in 2o =1+ 1.
RESITEV NALOGE 10. s

Pisimo z = = + iy. Ker je 2z = |z|*> = 2? + y* € R, dobimo iz dane enacbe naslednji dve
enakosti:

2 +y* =3z = 0,
-3y = 3V2.
Iz druge enakosti izrazimo y = —+/2 in to vstavimo v prvo enakost:
2+ (—V2)2 =3z = 0,
*=3rx+2 = 0,
(x—=2)(x—1) = 0.
Dobimo z; = 2 in x5 = 1. Resitvi sta torej z; = 2 — V2 1in zg = 1 —iV/2.
RESITEV NALOGE 11. i

a. Ker so koeficienti realna stevila, lahko enac¢bo resimo s pomocjo formule za resitve
kvadratne enacbe. Dobimo

—2+v22-4-4-1 1 /3

- — -4
1.2 2.4 1771
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b. Oznacimo resitev, ki lezi v tretjem kvadrantu z w. Potem je
R AL
4 4
in is¢emo w?. Izra¢unamo
2
] = 1\ N v3\ 1 3 1
= 4 4 ) Vi 16 Va
in
—/3
arg(w) = arctan i =T yr=
-1 3
4
3
AR e
1
4
_V3
4
Zato je
]. 3 - 47 1 - ]_
3 — - 1-3-? —— -4 _ -
w (2) e e 3
RESITEV NALOGE 12. ¢

Pigimo z = re® in w = /2 — i7/2. Iscemo vse 2, ki resijo enacbo z* = w. Izra¢unamo

0] = /(V2)? + (—v2)2 = VA =2,

n

arg(w) = arctan <W

4

ZN =T €

4

V2

i-dep

im

re

ISR
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Zato je r* = 2 in 4p = —4 + 27k oziroma r = V2 in ¢ = %t ”7’“ za k = 0,1,2,3.
Dobimo stiri resitve:

zp = \47561'(_1%),
o= el
N R )
5 = VaCE)

Ce resitve narisemo v kompleksni ravnini, vidimo, da lezijo na kroznici z radijem v/2 in
so oglisca kvadrata.

21

re

RESITEV NALOGE 13. ¢

a. Stevec in imenovalec pomnozimo z 7 + i7v/3 in dobimo

4/3+2i (A3 +20)(T+iV3)
T—iv3  (T—iV3)T+iV3)
28v/3 + 12i + 14i — 2¢/3

19+ 3 B

26+/3 + 26i V3+i V3

1
52 2 2 2
Zato je re(w) = \/75
b. Izra¢unati moramo

in im(w) = 1.

in
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im
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=B

re

i

. s
Dobimo w = e's.
. .« . - y T ov ; .
c. Najprej izraéunamo w? = e's. Zapisemo z = re'?. Potem je 23 = r
r* =11in 3¢ = £ + 27k oziroma r = 1 in

3et3¢  zato je

T 2rk
Pr = 9 + 3
za k = 0,1,2. Dobimo ¢; = §, 2 = %” in 3 = 137”, zato so resitve
20 — 61%,
P
Z1 = €9,
jA3m
Z9 = € 9
RESITEV NALOGE 14. et

a. Stevec in imenovalec pomnozimo z 1 + ¢ in dobimo

1+¢ (4491 +4d) 1+i+i—1 2
= = = == =1.

YIS T -0+ 141 2

Torej je re(w) = 0 in im(w) = 1.
b. Ocitno je |w| =1, arg(w) = § in w = €'2.

c. Oznacimo z = re™. Potem je r = 1 in 2¢ = Z + 2rk oziroma ¢ = I + 7k za

k = 0,1. Dobimo torej pg = § in 1 = %’r. Resitvi sta

RESITEV NALOGE 15. ¢

a. Stevec in imenovalec pomnozimo s 3 + ¢ in dobimo

4420 (A+2)(3+4) 124+4i+6i—2 10+ 10i
S 3—i (3—-9)(3414) 9+1 10

Torej je re(w) =1 in im(w) = 1.

b. Izrac¢unamo
w| = V12 +12 = V2

=1+:.

in
arg(w) = arctan(1l) = %
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Torej je w = v/2€7.
c. Pigimo z = re*. Potem je r = v/v/2 = v/21in 3¢, = T +27mk oziroma ¢y, = %—1—%
za k =0,1,2. Dobimo ¢y = 5, p1 = % in py = 117—2” Resitve lezijo na kroznici z

radijem /2 in so oglis¢a enakostrani¢nega trikotnika.

im

re

22.

RESITEV NALOGE 16. T

Tudi v kompleksnih stevilih velja, da je produkt enak ni¢ natanko takrat, ko je vsaj eden
od faktorjev enak 0. Torej mora veljati 2> = —1 ali pa z — Z = 2i. Prvo enacbo lahko
reSimo po standarnem postopku s pomocjo polarnega zapisa, lahko pa vse tri resitve kar
uganemo. Ena resitev je ocitno zyp = —1 s polarnim kotom 7. Ostali dve resitvi morata

s skupaj z zg tvoriti enakostranicni trikotnik, zato sta njuna polarna kota za %’r stran.

.. A s
Torej je z;1 = €'3 in 29 = e7'5.

V drugo enacbo vstavimo z = z + iy in dobimo = + iy — (x — iy) = 2¢ oziroma 2iy = 2i.
Torej je y = 1, x pa poljuben. ReSitve so v tem primeru 2z, = x+1 za vse x € R. Mnozico
resitev Se nariSemo.
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im

20 B re

zZ2

RESITEV NALOGE 17. ¢

a. Resitve prve enacbe imajo v polarnih koordinatah radij 2, za kote pa velja 3p = 27k

za k= 0,1,2. Dobimo torej ¢y =0, 1 = 2% in py = %’T, resitve pa so

1 1
zo = 2, 21_2<——+i£> in 22—2<———i\/—§>_

2 2 2 2
im

Rl b

".“

1 n
R re
1 R
“e..
22 ............

3

b. Ozna¢imo z° = w in dobimo

P77 -8 =w—Tw—-8= (w+1)(w—8) =0.

Enacba ima resitvi wyg = —1 in w; = 8. Enacbi z* = w; zados¢ajo stevila
1 3 1 3
SRR B

ki smo jih izracunali pri prejsnji tocki. Resitve enacbe 23 = w, lahko dobimo tako,
da resitve enacbe 2% = w,; delimo z —2. Resitve so torej stevila
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p im
1 b
".“ ‘
<5
o
23" HE
o
<4
“e..
22 ..............
RESITEV NALOGE 18. @
Lo¢imo dva primera. Prva moznost je, da je 22 = —1, druga pa, da je z* = —1. Resitvi
v prvem primeru sta seveda z4 = ¢ in z5 = —i. V drugem primeru polarni koti reSitev

ustrezajo enacbi 4p = 7 + 27k za k = 0,1,2, 3, torej je v, = § + %’“ Resitve so stevila

V2

V2

20 = ) +1 5
V2 V2
N S
V2 2
Zog = —— —f—
2 9 9 )
V2 V2
23 = — —i—.
2 2
o im
JNUTEEE oo
zZ1 A
.c.b ‘.'.’.
".. ’.'.
Zo 23
N
<5

RESITEV NALOGE 19.

@

Ocitno je |z| = 8 in arg(z) = , zato je z = 8. Pisimo w = re™. Potem je r* = 8 in
4y, = T+ 2wk oziroma r = v/8 in ¢, = Tt ”—2’“ za k= 0,1,2,3. Dobimo resitve

Wo

RESITEV NALOGE 20.

V',
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w| =/ (=V3)? +32=V3+9=+12=2V3

a. Izrac¢unamo

in
(w) ¢ ( 3 7T+ 2w
arg(w) =arctan | —= | = —— + 1= —.
-3 3 3
3,,
27
D
3
Torej je

w’ = (2v/3)7e" T =128 - 27V3e'F = 34561/3¢' 7 .
b. Pisimo z = x + iy. Potem je |z| + 2z = /2?2 + y? + x + iy = 2 + 1, torej je
2ty = 2,
y = 1.
Vstavimo y = 1 v prvo enacbo in dobimo
Vai+l+az = 2,
?+1 = 2—uzx,
?+1 = (2—1)
2 4+1 = 4—dx+ 2%

dr = 3,
R 3
= 7
Resitev je torej z = % + 4.
RESITEV NALOGE 21. ais
a. Enacbo prepisemo v
24 =3 —3V3i.

Izracunamo

13— 3V3i| = /32 4+ (-3V3)2=vV9+ 2T = V36 =6

arg(3 — 3v/3i) = arctan <%\/§) = arctan(—V/3) = .
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;3 re
=
-3V3 |
Naj bo z = re*. Potem je r* = 6 in 3¢y = —% + 2rk. Torej je r = V/6 in
or=—3t % za k= 0,1,2. Dobimo
T o 117
=—— = _— in =
Yo 9’ Y1 9 P2 9

Resitve so torej

20 = Y 6
21 = \3/661?7
\3/6 i

29 = e 9.

b. Ce je w resitev enacbe 2° = 3 — 3/3i, potem je w® = 3 — 3v/3i ne glede na to, ali

gre za reSitev z najmanjsim polarnim kotom ali katerokoli drugo.

RESITEV NALOGE 22.

a. Izra¢unamo

jw| = /82 + (—8)2 = V282 = 82

in
(w) ¢ -8 T
arg(w) = arctan | — | = ——.
& 8 1
m é
1
—8 |
Torej je

wh = (8\/5)46124(—%) _gh. 92 p—im _ _old

@

b. Pisimo z = re*. Potem je r® = 82 in 3¢, = —% + 2rk. Zato je r = 2v/2 in

Or = _% + % za k =0,1,2. Dobimo

T T 157

S THR S TR T
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Resitve so torej

Z0 = 2\6/561(_%>,
2 = 2\6/567%,
Z9 = 2\6/561115727r

RESITEV NALOGE 23. T

Resimo najprej enacho 2* = —4. Ce je z = re’, potem je r = v/4 = /2 in 4¢;, = 1427k,
torej je p = T + T za k = 0,1,2,3. Dobimo

™ .
@O_Za 901—I7 <P2—Z mn 903—1-

Resitve druge enache so torej

= V2 gﬂ\/;)
2 o= V2 —\/75%—@'?),
= V2 —\/75—2'?),
z = V2 ?—z?)

Ocitno je zZg = 23 in z1 = 29. Ker je enacba 2z = z 4+ Z invariantna za konjugiranje, bo
2o resitev natanko tedaj, ko bo z3 resitev, in z; reSitev natanko tedaj, ko bo zy resitev.
Zlahka se prepricamo, da z, zadosca prvi enachi, z; pa ne. Torej sta iskani resitvi 2y in
z3.

RESITEV NALOGE 24. et

Enacbo pomnozimo z —¢ in dobimo
24 =2 —2V/3i.

Oznacimo w = 2 — 2v/3i. Potem je

jw| =1/22 + (=2V3)2 =4+ 12 =16 =4

n

—2\/3 T
arg(w) = arctan — | =3



Kompleksna stevila 55
? re
-
2v3 1
Ce pisemo z = re, potem je r* = 4 in 3¢y, = —2+2nk oziroma r = V4in oy = —ZyaE
za k =0,1,2. Dobimo
T om 117
ey ——’ = — 1n = —
%0 9 ¥1 9 P2 9
Resitve so torej
ZO = \S/Z_lei(_g>7
21 = \?/Zlei%ﬁ,
29 = \3/4_16111Tﬂ
RESITEV NALOGE 25. s

a. Najprej izpostavimo a na levi strani in dobimo a(3 — 2i) = 5+ 4. Delimo z 3 — 2i

in izraz poenostavimo:
. 544  (5414)(3+ 2i) _15+1Oi+3@'—2_13+13i_1+i
S 3-2  (3-2))(3+2i) 9+4 13 '

b. Izra¢unamo |a| = 12 +12 = /2 in
1
arg(a) = arctan <I> =

™
1 .

im

INE]

re

Torej je a = v/2€'%.

c. Pisimo z = re®. Potem je r® = V2 in Spr = 7+ 27k, oziroma r = Y2 in

Op = 2L0+% za k=0,1,2,3,4. Dobimo

7 _97T B 177 B 251 B 33T
POTop LT g 2T g0 3T 0 AT oo
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Resitve z, = re™* lezijo na kroznici z radijem %/2 in tvorijo ogliséa pravilnega
petkotnika.

im

RESITEV NALOGE 26. ¢

a. V mnozici A so kompleksna stevila, ki imajo polarni kot med (vkljuéno) 0 in 7 in
lezijo znotraj ali na robu kroznice z radijem 2.

im

re

b. Transformacijo z + v/2z(1 +4) + 1 lahko zapisemo kot
2 (V24 V2i)z + 1,

torej je sestavljena iz mnozenja s kompleksnim stevilom v/2 + v/2i in translacije
za 1 desno. Ker je |\/§—|— \/§z] =2in arg(x/ﬁ—l— \/52) = 7, je mnozenje z V2 +/2i

sestavljeno iz rotacije za 7§ in srediscnega raztega za faktor 2.

im

re

c. Iz zaporedja
2= —2 = —z = —z—1+1,



Kompleksna stevila o7

dobimo f(z) = —z — 1 +4. Lahko upostevamo Se, da je —z = —Z in dobimo iskani
predpis
f(z)=—=2—-1+1.

RESITEV NALOGE 27. ¢

a. Ce tocke iz A premaknemo za 1 levo in 1 dol, bodo lezale v krogu z radijem 2 in
srediscem v izhodiscu, polarni kot pa bo med 7 in 7. NariSemo to mnozico in jo
transliramo za 1 desno in 1 gor, da dobimo mnozico A.

im

3 |

)

e = e e e e ===

re

V mnozici B so stevila, ki so najve¢ za 1 oddaljena od izhodis¢a in imajo polarni
kot med 7 in 27.

im

re

b. Preslikava g: A — B bo sestavljena iz:
e premika v izhodisce, z — 2z —1 —1,
e zrcaljenja preko x-osi, z — Z,
e rotacije za —7, z — —iz,
e podvajanja polarnega kota z +— 22,
o skréitve z — %z.

Torej g slika
z = z—=1—-1 = Z-141 = —z+1+1
1
= (—iZ4+ 1410 - Z(—z'z+1+z')2,

pri cemer smo upostevali, dajez —1—i1=Z—14iin —i(Z—1+1) = —iz+1+1.
Iskana preslikava je torej

g(z) = i(—ii—i— 1+414)2

RESITEV NALOGE 28. et
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a. Ce bi stevila iz A premaknili za 2 levo in 2 gor, bi bil njihov polarni kot med 0 in
7, absolutna vrednost pa med 0 in 2. Torej je

A={zeC|O0<arg(z—(2—2i)) <, |z—(2—2i)] <2}.
b. Transformacijo f(z) =i(z — 1) — 2 =i(z — 1 + 2i) razclenimo:
z = z2—1+2i — i(z — 14 2i).

Obmocje A moramo torej najprej premakniti za 1 levo in 2 gor, nato pa zavrteti
okrog 0 za kot 7.

im

re

B
1 4
_QK )

Ce tocke iz B premaknemo za 1 dol, bodo imele absolutno vrednost 2 ali manj,
polarni kot pa med 7 in 37’7, torej je

3
B:{ZEC|g<arg(z—i)<§, |z —i| < 2}.

3. Zaporedja in vrste

RESITEV NALOGE 29. ¢

Prvi izraz preoblikujemo in nato delimo Stevec in imenovalec s primerno potenco z najvecjo
osnovo. Delili bomo s 5** = 25", Lahko bi izbrali tudi s 5**~1, 52**1 ali kaj podobnega.
Premisli, zakaj!

N et I cac NN, Lt 1
nce 2B (CL)M25T no 2 B 4 (1)

2-(£)"+3-5

w23 (D4 (<D
dim om0
noo 5o (3)2 4 (=1)
.15
= lim =
n—00 (—1 n
= lim (—1)"-15.
n—oo

Upostevali smo, da je lim, ,,a"™ = 0, ¢e je |a|] < 1. Vidimo, da ima zaporedje dve
stekalisci, 15 in —15, torej ni konvergentno.
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Za izracun druge limite pisSimo ¢t = % Potem gre pri n — oo tudi t — oo. Izrazimo

lahko se n =t — % oziroma 2n — 1 = 2t — %

' 3’)’L 1 2n—1 . 37’Z + 9 _ 3 2n—1 . 3 2n—1
lim = lim [ —— = lim [1— =
n—oo \ 24 3n n—00 3n + 2 n—o0 3n+ 2

2t—2L 1\
1—1) 3:limu:
13 1

t

7
Upostevali smo, da je lim;_, (1 — %) s =1.
RESITEV NALOGE 30. @

Najprej izracunamo

. . . L 1 1
e = T = e Ty
Zdaj pa pogledamo, koliko ¢lenov je od limite [ = —% oddaljenih za vec¢ kot Ti()'
1
an =1 > —,
100
1 1 1 1
- _Z_ |z >
2n+2 2 2 — 100
1 1
2nt21 = 100’
2nt2 < 100,
2" < 25.
Vidimo, da temu pogoju ustrezajo n = 0,1,2,3,4. Od limite je za ve¢ kot ﬁ torej
oddaljenih 5 ¢lenov tega zaporedja.
RESITEV NALOGE 31. i
a. Dobimo 10 10 18 9
=7 —-—=7T—-—=— = =
“ a0 442
n 10 10 20 43
“ a 9 9 9

2
b. Kandidati za limito morajo zadoscati enacbi, ki jo dobimo iz rekurzivne zveze pri

n — 00. Oznac¢imo a = lim,,_, a,. Potem mora veljati
10

a=7——.
a

Ena¢bo pomnozimo z a in dobimo kvadratno enacbo
a*>—Ta+10=0,

ki jo lahko zapiSemo tudi kot
(a —2)(a—5)=0.



60

Resitve

Kandidata za limito sta torej a = 2 in a = 5.

. Pokazimo najprej, da je zaporedje navzgor omejeno s 5. Pri n = 0 res velja

ap = 4 <5 (baza indukcije). Pri indukcijskem koraku predpostavimo, da je a,, <5

(indukcijska predpostavka) in zelimo dokazati, da je tudi a,41 < 5. Iz a, <5
sledi, da je i > % in zato je —% < —% = —2. Ce na obeh straneh neenakosti Se

pristejemo 7, dobimo 7 — g < 5 oziroma a,y1 < 5, kar smo tudi zeleli.
Zdaj pa pokazimo Se, da je zaporedje narascajoce, tj. da je a, > a,_1 za vse

n. Ker je a1 —ag = g —4 = 1 >0, trditev velja za n = 0 (baza indukcije).

Predpostavimo, da je a, > a,-1 (indukcijska predpostavka). Potem je - < ——

— QGn-1

in je =19 > — 10 Qledi, da je 7 — 1% > 7 — 20 oziroma a,,; > a,, kar smo
a a 1 Qan a 1

n— n—

zeleli poﬁazati.

Ker je zaporedje narascajoce in navzgor omejeno, je konvergentno (ima limito).
Spomnimo se, da sta bila kandidata za limito Stevili 2 in 5. Ker je ze ag > 2 in
zaporedje narasca, je limita lahko samo 5.

RESITEV NALOGE 32. ¢

a. Z indukcijo pokazimo, da je zaporedje naras¢ajoce. Najprej izrac¢unamo a; = v/6

in vidimo, da je res a; > ao (baza indukcije). Predpostavimo zdaj, da je a, > a,_;
(indukecijska predpostavka) in dokazimo, da je potem tudi a,41 > a, (indukcijski
korak). Iz
Qp, 2 an—1

sklepamo, da je

6+an Z 6+an—17
in ker sta obe Stevili nenegativni, lahko korenimo, pri ¢emer se neenacaj ohrani.
Dobimo

\/6 + ay 2 \/6 + Ap—1,

torej je res an+1 > ay,.

. Kandidati za limito so reSitve enacbe a = /6 + a. Enacbo kvadriramo in dobimo

a’ = 6 + a oziroma a®> — a — 6 = 0. Izraz na levi lahko razcepimo in dobimo

(a—3)(a+2) = 0. Kandidata za limito sta torej a = —2 in a = 3. Ker so vsi ¢leni
zaporedja pozitivni, je v resnici dober le a = 3.

. Zaporedje bo konvergentno, ¢e bo naras¢ajoce in navzgor omejeno. Prvo smo ze

pokazali. Dokazimo Se, prav tako z indukcijo, da je zaporedje navzgor omejeno
s 3. Ocitno je ap = 0 < 3 (baza indukcije). Predpostavimo zdaj, da je a, < 3
(indukcijska predpostavka) in dokazimo, da je a,+1 < 3 (indukcijski korak). Iz
a, < 3 sledi, da je 6 + a, < 9, zato je tudi v/6 +a, < 3 oziroma a,.; < 3.
Zaporedje torej konvergira in limita mora biti enaka edinemu moznemu kandidatu,
tj. 3.

RESITEV NALOGE 33. T
a. Dobimo
3&0 + 2 2
a g = —
! 5 5
n

b. Kandidati za limito so reSitve enacbe a =

C3a+2 3-242 16
5 5 257
3442 " Preoblikujemo jo v 5a = 3a + 2 in
nato v 2a = 2 oziroma a = 1. To je torej edini kandidat za limito.

a2
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c. Najprej z indukcijo pokazimo, da je zaporedje navzgor omejeno z 1. O¢itno velja
ap = 0 < 1 (baza indukcije). Predpostavimo zdaj, da je a, < 1 (indukcijska
predpostavka), in dokazimo, da je potem tudi a,y; < 1 (indukcijski korak). Iz
a, < 1 sledi, da je 3a,, < 3 in torej 3a, +2 < 5. Neenakost Se delimo s 5 in vidimo,
da je % < 1. Ampak izraz na levi strani je enak a,, torej smo iz indukcijske
predpostavke izpeljali, da je a, 1 < 1.

Pokazati moramo Se, da je zaporedje narasc¢ajoce. Ocitno je a; = % >0 =aqg
(baza indukcije). Predpostavimo $e, da je a,, > a,_; (indukcijska predpostavka) in
pokazimo, da tedaj velja tudi a,+1 > a, (indukcijski korak). 1z a,, > a,_; sledi, da
je 3a, > 3a,_1 in zato 3a, + 2 > 3a,_1 + 2. Neenakost spet delimo s 5 in dobimo

3“%” > 3“”31” oziroma a,., > a,, kar smo zeleli videti.

Ker je zaporedje narascajoce in navzgor omejeno, je konvergentno. Ker je bil

edini kandidat za limito 1, je lim,, ., a, = 1.

RESITEV NALOGE 34. ¢

a. Ocitno je a9 < 2 (baza indukcije). Predpostavimo, da velja a, < 2 (indukcijska
predpostavka) in dokazimo, da potem velja tudi a, 1 < 2 (indukcijski korak). Vsi
¢leni zaporedja so pozitivni (kvadrat realnega Stevila je vedno pozitiven in izraz
ostane pozitiven tudi potem, ko pristejemo 6 in delimo s 5). To pomeni, da lahko
neenakost a,, < 2 kvadriramo in dobimo a? < 4. Na obeh straneh pristejemo 6,

delimo s 5 in dobimo a2 +6 < 10 ter konéno @ < 2. Vigrazu na levi prepoznamo

apyq in vidimo, da je a,.1 < 2. Zaporedje je torej navzgor omejeno z 2.

b. Najprej izracunajmo a; = @ = g. Ocitno je torej a; = g > 0 = ag (baza induk-
cije). Predpostavimo 8e, da je a,, > a,_1 (indukcijska predpostavka) in pokazimo,
da tedaj velja tudi a,.; > a, (indukcijski korak). Iz a, > a, 1 sledi, da je
a? > a?_, (premislili smo Ze, da so vsi ¢leni zaporedja pozitivni). Na obeh straneh

2
pristejemo 6, delimo s 5 in dobimo a? + 6 > a? | + 6 ter a’%;6 > a"*TlJrﬁ. Na levi

strani prepoznamo a,; in na desni a,. Dokazali smo torej, da je a,,1 > a, in je
zaporedje res narasc¢ajoce.

c. Ker je zaporedje narascajocCe in navzgor omejeno, ima limito. Kandidati za limito
so resitve enacbe

a’+6
-
Enacbo preoblikujemo v 5a = a? + 6, nato v a®> — 5a + 6 = 0 in nazadnje v
(a—2)(a—3)=0.

Kandidata za limito sta torej 2 in 3. Ker so vsi ¢leni zaporedja manjsi od 2, je
seveda lim,,_,. a, = 2.

RESITEV NALOGE 35. 1@
Ce piSemo
IEUEEEE YRS N
) ) )
n=3 n=3 n=3
vidimo, da gre za geometrijsko vrsto s kvocientom ¢ = —2. Ker je |q| < 1, je vrsta
konvergentna. Njena vsota je enaka
3
SO U G 7
3

RESITEV NALOGE 36. et
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a. Ce vrsto zapisemo v obliki

o0

4

9

(

n=0

).

vidimo, da gre za geometrijsko vrsto s kvocientom ¢ = %. Ker je |q| < 1, je vrsta

konvergentna in njena vsota je
1 5

1-q 1-—

(i

5

Ol

. Ce vrsto zapisemo v obliki

o0

n=0

).

=9.

©olao| Ut

vidimo, da gre za geometrijsko vrsto s kvocientom ¢ = %. Ker je |¢| > 1, vrsta ni

konvergentna.

RESITEV NALOGE 37.

i

a. Upostevamo, da je limita geometrijskega zaporedja a,, = ¢" enaka 0 za |¢| < 1, in

vidimo, da je

. . 9-3" . 3\" : "
i = Jin 5 =m0 () =0 () =0
b. Vrsto zapiSemo kot
oo 9.377/ [e.e]
> G =0

n=0

Na desni prepoznamo geometrijsko vrsto s
1 1

l—q 1-

Iskana vsota je torej enaka 9 - 4 = 36.

RESITEV NALOGE 38.

@

Vrsto razcepimo na dve geometrijski vrsti s koeficientoma ¢; = % ingy = % Kerje |¢1| <1
in |g2] < 1, obe vrsti konvergirata in vsota prvotne vrste je

o

o

1-28 &K1 28\ =11 128\
Z e+l Jk+l  3k+1 _Zg 3k _Zg 3k )
k=1 k=1 k=1 k=1

I /1 1&/2y 1 2 1 2
- §Z<§) —52(5) =3 T3 oI
k=1 k=1 3 3
11 ],2_1 2 1-4 3 1
32 37 6 3 6 6 2

RESITEV NALOGE 39.
a. Upostevamo, da je

lim
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in da lahko vrstni red zveznih funkcij in limit menjamo, pa vidimo, da je

1\ 1 \"
lima, = lim |1+ =4/ 1lim [1+ =
n—o00 n—o0 n+1 n—r00 n+1

1+ 1 TL+1 1 t
= lim%:\/lim (1+—) =e.
t—o00 t

n—oo 1—|—%+1

[

Upostevali smo Se, da je lim, . (1 + n+r1) = 1. Poleg tega smo vpeljali novo
spremenljivko ¢ = n + 1 in upostevali, da t — oo pri n — oo.

b. Ker je lim, o a, = 1/e # 0, vrsta ne konvergira.

c. Vrsto zapiSemo tako, da v njej prepoznamo geometrijsko vrsto s kvocientom ¢ = %

Ker je |g| < 1, je vrsta konvergentna in njena vsota je

= 2 =1 =1 1
3n2:2.23n2:2'23_n:2'1_%:3'

n=2 n=2 n=0
RESITEV NALOGE 40. ot
Prva vrsta je geometrijska vrsta s kvocientom ¢ = —2. Ker je |g| < 1, vrsta konvergira in
njena vsota je
0o n 2 22 4
Z(_E) _ ¢ () x4
2 7 :
=\ 5 l-a 1-(=5) 5 3
Druga vrsta je prav tako geometrijska vrsta in tokrat je ¢ = % Konvergentna bo torej
natanko takrat, ko bo |¢| < 1. Neenacbo najprej poenostavimo:
r—2
L
5
T —2
o=2 _
5]
|z —2| < 5.

Vidimo, da pogoju zadosc¢ajo vsi x, ki so od 2 oddaljeni za manj kot 5, torej z € (—3,7).

RESITEV NALOGE 41. ¢
Ce piSemo

i4(a—1)2n_4i(a—1)2”_400 (a—1)2\"

n=1 3n+1 3 n=1 3” - 3 n=1 3 ,

vidimo, da gre za geometrijsko vrsto s kvocientom ¢ = @ Vrsta bo torej konvergentna
natanko tedaj, ko bo |¢| < 1. Ker je (a — 1)> > 0 in 3 > 0, absolutnih vrednosti ne
potrebujemo in mora torej veljati

(a 1)

<1
3

oziroma
(a—1)* < 3.

Enacba (a — 1)? = 3 oziroma a? — 2a — 2 = 0 ima resitvi

1,2 :1I|:\/§7
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pripadajoca neenacba pa je izpolnjena za vse a € (1 — /3,1 ++/3). Dana vrsta bo torej
konvergentna natanko za te vrednosti spremenljivke a. Vsota vrste je pri teh a enaka

f: (M)" q (o= 1)? (a=1?  a=12  (a—1)

pa 3 1—gq 1_(‘1—31)2:3—(a—1)2_3—a2+2a—1_2+2a—a2’
zato je

i dla—1)2" 4 (a—1)?

— 3+l 3 2+ 2a—a?
RESITEV NALOGE 42. 2t

a. Dana vrsta je geometrijska vrsta s kvocientom ¢ = ;’—fl Konvergentna bo natanko
tedaj, ko bo |¢| < 1 oziroma

3x
z+1

Veljati mora torej [3z| < |z + 1]. Ker je

3z, x>0, ) r+1, > -1,
13z| = in |x+4+1|=
=3z, x <0, —x—1, < -1,

lo¢imo tri primere: * < —1, =1 <2 <0in 0 < z.
e Ceje z < —1, dobimo neenaébo —3z < —z —1 oziroma = > % Ker sta pogoja
r<—1linz> % nezdruzljiva, je mnozica resSitev v tem primeru prazna.
e Ceje —1 < x < 0, se neenacha glasi —3z < = + 1, zadoscajo pa ji z > —%.
Interval resitev je v tem primeru (—%, 0).
e Ceje 0 < z, dobimo 3z < x + 1 oziroma z < % Interval resitev je v tem
primeru [0, 3).
Vrsta torej konvergira za z € (—1,3).
b. Vsota vrste je enaka

AN,

2 3z )2 _9x? 2 2
0 Ty (%) _ oG _ 2-90%(z+1) 18z
1—q -2 TERE S @r1)2(1-20) (20— 1)(e+ 1)
4. Funkcije
RESITEV NALOGE 43. T

a. Limito bomo izracunali na dva nacina. Ker je

lim(yx —1)=0 in lim(x —1) =0,

rz—1 x—1

lahko uporabimo 1’'Hospitalovo pravilo:

-1 —1) =
lim VT = lim —(\/E ) — lim 2
z—1 x —1 z—1 (q; — 1)’ z—1 1

-
‘H

%
B
NN

= lim =
rz—1 2
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Lahko pa $tevec in imenovalec ulomka pomnozimo z v/z + 1 in dobimo

(Vz-DHVr+1)

=1 1 —1 z—1 (:p—l)(ﬁ—i—l)
) rz—1 B
= e DErD

1 1

lim — = —.
e T+l 2
b. Tokrat je

lim (e” 4+ 2%) =00 in  lim (e® + 47) = oo,
T—00 Tr—r00

zato lahko tudi v tem primeru uporabimo 1’'Hospitalovo pravilo. Ker pa je tudi
lim (e +2%)" = lim (¢® +22) = o0 in lim (e” 4 4z) = lim (e” 4+ 4) = o0
T—00 T—+00 T—r00 T—00

ter

lim (¢” +22) = lim (" +2) = o0 in lim (e +4) = lim (e") = o0,
T—00 T—00 T—00 T—00

uporabimo I’Hospitalovo pravilo trikrat zapored. Dobimo

e® + x? . ef 42z et 42 . €er .
= lim = lim = lim —=lim1=1.
z—oo €% + 4 z—oo T 4+ 4 rz—oco e~r rz—o00 el T—00

c. V tem in naslednjem primeru bomo prav tako uporabili I’'Hospitalovo pravilo, poleg
tega pa bomo upostevali, da je

rx—2, x>2,
|z — 2| =

2—z, <2
Dobimo
2P +d4r—12 . 2?44 —12 . (2P+4x—-12) . 22 +4
lim ——— = lim —— = lim = lim =8.
N2 | — 2| N2 x—2 N2 (x—2) e 1
d. V tem primeru se imenovalcu spremeni predznak, zato tokrat dobimo
x4 —12 ot 44— 12 . (2% + 4 - 12) . 2x+4
lim ——— = lim ——— = lim = lim = —8.
/2 |z —2| /22— 2 (2—ux) 22 —1
RESITEV NALOGE 44. i

a. Ko gre z 0, gre % — —00, zato gre er — 0. Torej je

et —1 0-1
lim = =
z0el/t 1 041

Ko gre x 0, gre % — 00, zato gre er — 0o. Ker gresta Stevec in imenovalec proti
neskoné¢no, lahko za izracun te limite uporabimo 1’'Hospitalovo pravilo. Dobimo
6l/z -1 . 61/r(_$_12) .
im — = lim ———&~ = 1.
N0 el/T 1 2\o el/7(—=5)

b. Tak a ne obstaja, ker se leva in desna limita v tocki 0 razlikujeta.



66 Resitve

RESITEV NALOGE 45. ais
a. Funkcija bo zvezna, ce bo veljalo
li = f(1) i li = f(=1).
lim f(z) = f(1) in lim f(z) = f(-1)
Brez tezav izracunamo

lim f(z) = lim(az+b) =a+D,
f(1) = logl+2=2,

3151;‘% flx) = xl{(rrjl(ax +b) =—a+Db,
1)

fl=

= "+3=4.

Veljati mora torej

a+b = 2,
—a+b = 4,
zato je resitev a = —1, b = 3.
b. Izra¢unamo
lim (e*"'+3) =3+ lim "' =34+0=3.
T—r—00 T—r—00
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d. Funkcija f ni injektivna, ker iz f(x1) = f(x2) ne sledi, da je x; = x5. Na primer,
f(0) =31in f(e) = 3, tj. funkcija pri dveh razlicnih x zavzame isto vrednost.

RESITEV NALOGE 46.

Funkcija f bo zvezna, ¢e bo veljalo

i

lim f(o) = £(-2) in lim f(x) = (1),
Izracunamo
. s 2 _
lim f(2) = lim (a4 b) = da 4+
f(=2) = —(=2)-5=-3,
. T 2 _
i%f(x) = glglfn}(a:c +b)=a+b,
f(1) = logl=0.
Resitvi sistema
da+b = -3,
a+b = 0,

staa=—-1inb=1.

Ker je f(—1) = f(1) = 0, funkcija ni injektivna, saj pri dveh razlicnih = zavzame f isto
vrednost.

Ker je lim, o f(x) = lim,_, logz = 00, zaloga vrednosti ni omejena navzgor. Ker je
f(z) > —3 za vse z, je zaloga vrednosti navzdol omejena z —3. Vrednost —3 funkcija
zavzame pri x = —2, in ker je zvezna, zavzame tudi vse vrednosti med spodnjo in zgornjo
mejo, zato je Zy = [—3,00).

Y
\/
1 2 3

RESITEV NALOGE 47.

a. Funkcija f bo zvezna, ¢e bo veljalo

Jim, f(z) = f(=2)

in =

lim f(x)

fim f().
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Izracunamo
li = i 1)=-1
Jim f(x) Jim, (2 +1) ,
_ g2
f(_Q) = ae - 57
lim f(z) = lm(e+1) =2
f(1) = b+1.
Resitvi sistema
a
s = b
b+1 = 2,
staa=—e?in b= 1.
b. Funkcija je navzgor omejena z 2, navzdol pa z —1. Vrednost 2 zavzame pri x = 1,
vrednost —1 pa pri x = —2. Ker je zvezna, zavzame tudi vse vrednosti vmes, zato
je Zf = [—1,2]

c. Funkcija ni injektivna, ker nekatere vrednosti zavzame pri vec razlicnih vrednostih
spremenljivke x. Ker je lim, ,o f(x) = lim, o (1 + %) = 1, zagotovo zavzame
dvakrat vrednosti na intervalu (1,2). Na primer, f(3) = 2 in f(2) = 3.

Y

RESITEV NALOGE 48. T

Funkcijo bomo lahko zvezno razsirili na vsa realna Stevila, ¢e bo veljalo
lin f(z) = lim f(2).

Najprej torej izracunamo

xl\H%f(:C) m{,r}a r—1 2N\1 1 x\/1 2\/5 2

n

z,/1
Pri izra¢unu prve limite smo uporabili I’'Hospitalovo pravilo, pri izracunu druge pa smo
upostevali, da lahko menjamo vrsti red limite in zvezne funkcije ter da je

. 1
lim = 0.
t 1] —x

: : 1 . 1 : 7r
lim f(z) = lim arctan = arctan | lim = lim arctant = — .
z 1 l1—=x t 11 —x t—00 2
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Funkcija f bo zvezna, ¢e bo veljalo

o
bo |

torej pri a = 7.

RESITEV NALOGE 49. T

a. Funkcija arctan je definirana na vsej realni osi, zato na Dy ne bo vplivala. Funkcija
— je definirana na R\ {1}. Definicijsko obmo¢je funkcije f je torej Dy = R\ {1}.
b. Ker je

. 1 . . 1
lim =—00 in lim = 00,
z,/1 T — 1 a\1x—1
je
. . 1 . 1
lim f(x) = lim arctan = arctan | lim =
z 1 z, 1 r—1 s M —1
. s
= lim arctant = ——
t——o0 2
in

1 1
Hm f(x) lim arctan (x — 1) arctan (;{ﬁ o 1)

= lim arctant =
t—o0

ol 3

c. Najprej izracunamo

1 = 1Ii = a)lim f(z) = _—(1+a)7r
lim g(z) = lim(z +a)f(z) = (1+a)lim f(z) = 5
limg(a) = lim(z +)f(2) = (1)l j() = L0

Ti limiti morata biti enaki, torej mora veljati
—(14a)=1+a

oziroma (1 4 a) = 0. Funkcija g bo torej zvezna, ¢e bo a = —1.
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7y
1 €1
- 1
f
‘ X
-1 1 2 3
-1 \
-2
RESITEV NALOGE 50. T

a. Imenovalec ulomka ne sme biti enak 0, torej mora veljati 23 — 1 # 0. Izraz 2° — 1
lahko razcepimo na (r — 1)(2? + x + 1). Kvadratni ¢len v drugem oklepaju je
nerazcepen in vedno pozitiven, torej je edini pogoj = # 1. Definicijsko obmocje je
tako Dy =R — {1}.

b. Edina nic¢la funkcije je z = 0. Poli so v niclah imenovalca. Kot smo premislili ze
pri iskanju Dy, je v tem primeru to le pri z = 1.

c. Najprej izracunamo

(@ =1) —x(@® 1) 2°—1-w2-32>  1+22°
CE N e s e

f'(x) =

Kandidati za ekstreme so v ni¢lah odvoda. Seveda ima f’(x) ni¢le natanko v ni¢lah
Stevca, torej resujemo enacbo

1+ 223 =0.

Izrazimo 3 = —% in dobimo edino realno resitev zy = _a"’/Li (ostali dve resitvi sta

kompleksni). Ker ima f’(x) v imenovalcu kvadrat, bo imenovalec vedno pozitiven
in bo na predznak f’(z) vplival le stevec. Ker je zy nicla lihe stopnje, bo pri xg
odvod spremenil predznak in bomo imeli ekstrem. Lahko se prepricamo, da je
vrednost f'(z) za x < o pozitivna in za x > xy negativna. To pomeni, da f levo
od zy narasca, desno od x( pa pada. Sledi, da je zy lokalni maksimum.

f + -
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RESITEV NALOGE 51. ot
a. Ker je logz definiran le za z > 0, je Dy = R* = (0,00). Ker je x # 0, je edina
nicla tam, kjer je logz = 0, to pa je pri x = 1. Izracunamo Se
lim f(x) = lim 2*logz = oo
T—00 T—00
in
log x x

/) =g losr =S = M o = T

Pri izracunu druge limite smo uporabili I’'Hospitalovo pravilo.
b. Ko funkcijo f odvajamo, dobimo

1
f'(x) = (2*) log x + 2*(log x)' = 2z log x + 2° - o= 2xlogx + .

Izracunamo se
lim f'(z) = lim (2zlogx + ) = 00

Tr—00 Tr—r
in
. , . . . . . .
glclir(l)f () = ZICL)I%(Qxlogx +1x)= 9161_r>r(1)2x10gx —i—ilir(l]x =
1 -1
= 2lim—2" 40 = 2lim —— = 2lim(—x) = 0.
z—0 g1 z—0 —x 2 z—0

Pri izracunu druge limite smo uporabili I’'Hospitalovo pravilo.
c. Ekstremi so resitve enacbe f'(x) = 0. Ce zapiSemo

z(2logz +1) =0,

vidimo, da je edina nicla pri logx; = —%, torej pri z; = \/LE Druga potencialna
reSitev, x5 = 0, ne lezi v Dy. Dolociti moramo Se predznak odvoda v okolici ;.
Za x < x je f'(x) negativen, za x > x; pa je f'(x) pozitiven. To pomeni, da
funkcija levo od x; pada, desno od z; pa narasca. Pri x; ima funkcija f torej
lokalni minimum. Seveda je x; edina tocka, kjer lahko f’ spremeni predznak na
Dy, torej je funkcija f padajoca za = € (0,z;) in narascajoca za = € (x1,00).

f - +
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[l J

Ve

d. Za doloc¢anje konveksnosti in konkavnosti moramo pogledati drugi odvod. Najprej
1zracunamo

1
f"(x) = (22)" log x + 2z(log ) + 2’ = 2logx + ZxE +1=2logz + 3.

Iz f"(z) = 2logx + 3 = 0 dobimo z3 = e 2, ki je edini kandidat za prevoj.
Preverimo, kaksen predznak ima f” v okolici x3. Vidimo, da je za x < x3 drugi
odvod f” negativen, za x > w3 pa je pozitiven. To pomeni, da je funkcija f na
(0, z3) konkavna, na (x3,00) pa konveksna. V tocki x3 je prevoj.

e. Pri skiciranju grafa poleg minimuma in prevoja upostevamo $e, da je lim,_, f(x) =
0 (priblizujemo se izhodiscu) in lim, o f'(z) = 0 (izhodiscu se priblizujemo pod
kotom 0° glede na x o0s).

Y

9
S

RESITEV NALOGE 52. T

Definicijsko obmocje: Funkcija ni definirana, ko je imenovalec ulomka enak 0, tj.
pri x = 0. Definicijsko obmocje je torej

Dy =R\ {0} = (—00,0) U (0, 00).

Obnasanje na robu definicijskega obmocja: [zracunamo limiti v neskonénosti
ter levo in desno limito pri 0.

lim f(z) = lim zes = o0,
T—r0o0 T—00
lim f(z) = lim zes = —o0,
T——00 T——00
1 t ¢
ex e e
lim f(x) = lim zes = lim — = lim — = lim — = oo,
z\0 z\0 z\0 P t—oo t t—oo 1
1
li = i = = 0.
I = e

Pri tretji limiti smo uporabili substitucijo i =t in I’'Hospitalovo pravilo.
Nicle: Ker je eksponentna funkcija vedno nenicelna, je edini kandidat za ni¢lo tocka
x = 0, ampak ta ne lezi v definicijskem obmocju. Funkcija f torej nima nicel.
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Simetrija (lihost ali sodost): Ker

f=w) = —re

ni enako niti f(z) = zer niti — f(z) = —zex, funkcija ni niti soda niti liha.
Odvodi: Izracunamo prvi in drugi odvod in dobimo

) = (@Y +a(ct) = 4 aet <1>':e;+m; (_i) _

Ekstremi in monotonost: Kandidati za ekstreme funkcije so v ni¢lah odvoda in v
tockah, kjer odvod ni definiran. To so hkrati tudi edine tocke, v katerih lahko f
spremeni predznak. V tem primeru je f’ definiran na R\ {0}. 1z f’(x) = 0 dobimo

1Y\ 1
(1——)ew = 0,
x

1
1-—- = 0,

T

rz = 1.

Ker je ex > 0 povsod, je predznak f'(x) enak predznaku izraza 1 — % Torej

je fllr) > 0zaz < 0inx > 1ter f'(z) < 0za 0 <z < 1. Funkcija f na
(—00,0) U (1,00) narasca, na (0,1) pa pada. Pri x = 1 ima funkcija torej lokalni
minimum, vrednost funkcije v minimumu pa je f(1) = e.

f + - +

S e
—_

f// _ X

0

Konveksnost in konkavnost: Is¢emo resitve enac¢be f”(x) = 0. Dobimo

1 1
E.ez pr— O7
1 —_

= -0

Ta enacba nima resitev, zato f” nima nic¢el. Predznak se lahko funkciji f” spremeni
kvec¢jemu v tocki x = 0, kjer ni definirana. Vidimo, da je f”(z) < 0za x < 0 in
f"(x) > 0 za x > 0. Funkcija f je torej konkavna na (—oo,0) in konveksna na
(0, 00).
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RESITEV NALOGE 53. ais

Definicijsko obmocje: Imenovalec ulomka mora biti razlicen od 0, torej x # 0.
Poleg tega je logaritem definiran le za pozitivne vrednosti, torej mora biti 22 > 0,
kar pa je res za vse x # 0, zato ne dobimo dodatnih omejitev. Definicijsko obmocje
je zato enako

Dy =R\ {0} = (—00,0) U (0, c0).

Obnasanje na robu definicijskega obmocja: [zracunamo limiti v neskoné¢nosti
ter levo in desno limito pri x = 0. Dobimo

1 2 2 2
lim f(z) = lim M: im —zz lim — =0,
T—00 T—00 x T—00 I T—00 I
1 2 2 2
lim f(z) = lim og(”) = lim —f = lim — = -0,
T——00 T——00 x r—>—00 I T——00 I
1 2
lim f(z) = lim og () = —00
z\,0 \0 x
1 2
lim f(z) = lim og(r”) =00
z 0 /0 X
Pri prvih dveh limitah, ki sta bili tipa £, smo uporabili I'Hospitalovo pravilo,
drugi dve pa sta bili oblike =5* = Foo. Pri tem —0 pomeni, da se funkcija nicli
priblizuje z negativne strani.
Nicle: Iz f(z) = 0 dobimo
1 2
o8e?) _
x
log(z?) = 0,
2 = 1,
r = =1
Nicli sta torej x1 =1 in 9 = —1.

Simetrija (lihost ali sodost): Izracunamo

_lon(()) __loat)

—T T

f(=x)

in vidimo, da je funkcija liha. Njen graf bo torej simetricen glede na koordinatno
izhodisce.
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Odvodi:
, (log(x?)) - x —log(2?) -2’ =5 -2x-x —log(z?)-1 2 —log(z?)
f (ZE) = 22 - 2 - 72 ’
(2 —log(«?))" - 2* — (2 — log(?)) - (+*)
@) = - -
—% 2 2% — (2 —log(z?)) - 20 —2x — 4z + 2z log(z?)
2log(z*) — 6

Ekstremi in monotonost: Kandidati za ekstreme funkcije so v ni¢lah odvoda in
v tockah, kjer odvod ni definiran. V tem primeru odvod ni definiran za x = 0 iz
pogoja f’'(z) = 0 pa dobimo

2-1 2
OQg(rc) _ o
T
2 —log(z?) = 0,
log(a?) = 2,
2’ = ¢
r = =e.

Predznak odvoda je enak predznaku stevea 2 — log(x?). Ce vrednost tega izraza
izracunamo npr. za r = +1 in x = +¢e?, dobimo 2 (pozitivna vrednost) in —2
(negativna vrednost). To pomeni, da funkcija f na (—oo, —e)U(e, o) pada (odvod
je negativen), na (—e, 0) U (0, e) pa narasca (odvod je pozitiven). Tocka x = —e je
torej lokalni minimum, tocka x = e pa lokalni maksimum. Pripadajoc¢i vrednosti
funkcije sta f(—e) = —2 in f(e) = 2.

- + + =

|
o
= 3
X )

Ve 0
Konveksnost in konkavnost: [s¢emo resitve enacbe f”(z) = 0. Dobimo

2log(x?) — 6

— 0
x

2log(z®) —6 = 0,

log(z®) = 3

e

LL’2:

x:j:\/e_3.

Predznak f” se torej lahko spremeni pri © = +ve? in pri z = 0, kjer f” ni
definiran. Najlazje predznak dolo¢imo tako, da izracunamo vrednost f”(x) pri
r =411in z = +e. Vrednosti f”(—1) in f”(e*) sta pozitivni, f”(1) in f”(—e?) pa
negativni. Funkcija f je torej konkavna na (—oo, —v/e?) U (0, v/e3), konveksna pa

na (—ve?,0) U (Ve?, 00).



76 Resitve

RESITEV NALOGE 54. T

Definicijsko obmocje: Funkcija arctan je definirana povsod. Izraz v imenovalcu
ulomka ne sme biti enak 0, zato mora biti z # +1. Definicijsko obmocje je torej
Dy =R\ {-1,1}.

Simetrija (lihost ali sodost): Ker je

f(—z) = arctan <(_x_)—f_1> — — arctan (xf_ 1) = —f(z),

je funkcija liha in njen graf simetricen glede na izhodisce. Upostevali smo, da je
funkcija arctan liha in zato velja arctan (—z) = — arctanz za vse x. Dejstvo, da
je f(—=x) = —f(x), bomo izkoristili pri ostalih racunih.

Obnasanje na robu definicijskega obmocja: Poleg limit pri 00 nas zanimajo
Se leve ter desne limite pri £1. Izracunamo

lim f(z) = lim arctan( ’ 1) = arctan(0) = 0,

T—00 T—00 xr2 —
h\mlf( xr) = li{nlarctan( 2:1; 1) = arctan (hm ( )) =
T T xre —
= lim arctant = I,
t—r00 2
x
xlfﬂi f(z) xl;‘lq arctan (.2132 — 1) arctan (a:l/‘ni (.TQ — 1))
—  lim arctant = ——.
t——o0 2

Ker je funkcija f liha, velja Se

lim f() = — lim f(z) = =0,
lim fx) = —lim f(x) = 3,
Jlim f@) = —lim f(2) = 5,

pri cemer —0 pomeni, da so vrednosti f negativne in narascajo proti 0.
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x
t = 0
arctan <x2 — 1> ,

x _—

x?2—1
z = 0.
Upostevali smo, da je arctan(z) = 0 natanko tedaj, ko je z = 0, saj je funkcija
arctan injektivna. Edina nicla je torej pri x = 0.
Odvodi: Izracunamo

Nicle: Iz f(z) = 0 dobimo

1 ! 1 21— 222
flx) = - 2'(293_1>: 2 '93(2_1)21’_
1+ (:5)" \2 1+ () @

B 1 —1—-2> (22 -1) 1422

 (ete21) (22 -1)2 ozt —a224+1 (22 -1)2
R

B 1+ a?

ot 241

Ekstremi in monotonost: Izraz v imenovalcu f’(z) je razlicen od 0 (pisemo ¢t = x?
in dobimo kvadratno enacbo z negativno diskriminanto in pozitivnim vodilnim
¢lenom, ki nima realnih nicel). To pomeni, da je f’ definiran povsod, kjer je defi-
nirana funkcija f, torej na R\ {—1,1}. Stevec f’(z) je prav tako vedno razlicen od
0, zato odvod f’ nima nicel. Se ve¢, stevec in imenovalec sta oba strogo pozitivna,
tako da je zaradi negativnega predznaka pred ulomkom odvod ves Cas negativen.
Funkcija f je torej padajoca povsod, kjer je definirana.

f/
~1 0 1
Iz izracuna limit vidimo, da ima v —1 in 1 skok (z —F na 7).
v
3
l 1
‘ il
-3 -2 -1 1 2 3
—1
—3
RESITEV NALOGE 55. @

Definicijsko obmocje: Funkcija je definirana povsod, Dy = R.
Simetrija (lihost ali sodost): Ker je

)

()2 «

f=r) = —aem' T = —aeF = ~f(a),
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je funkcija liha.
Obnasanje na robu definicijskega obmocja: Najprej izracunamo

: : e T : 1
lim f(z) = limze 7 = lim — = lim - =0.
T—00 T—00 T—00 6% T—00 xe%

Uporabili smo I"'Hospitalovo pravilo. Ker je funkcija f liha, velja

lim f(zx)=— lim f(z) = —O0.

T—r—00 T—00

Pri tem —0 pomeni, da se graf funkcije f abscisi priblizuje od spodaj.
Nicle: Eksponentna funkcija nima nicel, zato je f(x) =0 le pri x = 0.
Odvodi: Izracunamo

22 2 2 2

F@) = @ ae Ty = ?
) = (eFa-a?) = (7)) (—at)+e T (1) =

12 2 2 2
= —xe 2 (1 —2%) —2ze
12
= e 2 (2° - 37).

Ekstremi in monotonost: Kandidati za ekstreme funkcije so v ni¢lah odvoda in v
tockah, kjer odvod ni definiran. V tem primeru je odvod deﬁnirfan za vse realne
x. Iz f'(x) = 0 dobimo 1 — 2% = 0 oziroma z = £1. Ker je e~> > 0 povsod, bo
predznak odvoda enak predznaku 1 — z?, torej bo pozitiven natanko na (—1,1).
Funkcija f torej na (—oo,—1) U (1,00) pada, na (—1,1) pa narasca. Pri x = —1
je zato lokalni minimum, pri x = 1 pa lokalni maksimum. Vrednosti funkcije v
lokalnih ekstremih sta f(—1) = _\/LE in f(1) = \/ié

) A + —

- + - +

V3

|
P
=

Konveksnost in konkavnost: Resitve enacbe f”(z) = 0 oziroma
2P —3r=x(2*-3)=0

sox =0,z =—3inz = /3. Predznak drugega odvoda je enak predznaku
23 — 3z, ker je e~ > 0 na vsej realni osi. To pomeni, da je f” pozitiven natanko
na (—v/3,0) U (v/3,00). Funkcija f je torej konveksna na (—+/3,0) U (v/3, 00),
konkavna pa na (—oo,—v3) U (0,4/3). Priz =0, 2 = —/3 in 2 = /3 ima
prevoje.
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5. Odvod, tangente in ekstremalni problemi

RESITEV NALOGE 56. s

a. Veljati mora x —1 # 0 (sicer bo v funkciji ulomek z imenovalcem 0) in —%= > 0, ker
je funkcija log definirana le za pozitivne argumente. Drugi pogoj je enakovreden
pogoju z(z — 1) > 0 in iz lastnosti kvadratne funkcije vemo, da je to res za vse
x, ki lezijo v uniji intervalov (—o0,0) U (1,00). Pri tem je izpolnjen tudi ze prvi
pogoj, x # 1, zato je

Dy = (—00,0) U (1, 00).

Nicle funkcije so resitve enacbe f(z) = 0. Dobimo

T
| =0
T
r—1
T z—1,
0 = -1

Ta funkcija torej nima nicel.
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c. Smerni koeficient tangente pri z = 2 bo enak f’(2), zato f najprej odvajajmo.

Dobimo
1 z\ -1 (x—1)-—
/ frnd . frnd . —
J@) ot (x—l) x (x —1)2
1 -1 1
o or—1 zr—1)°
Priz =2je k= f/(2) = —1. Za totko na tangenti vzamemo (2, f(2)), tj. tocko

(2,l0og2). Iz enacbe za premico
Yy —yo = k(z — x)

(x — 2) oziroma

N

dobimo y — log2 = —
1
Y= —§x+log2+1.

RESITEV NALOGE 57. ais

a. Veljati mora 6 — x + 22 > 0. Na levi imamo kvadratni polinom z diskriminanto
D= (-1)>—-4-6-1= —23. Ker je diskriminanta negativna, ta kvadratni polinom
nima realnih nicel. Ker je vodilni koeficient pozitiven, je ta kvadratni polinom
pozitiven na celi realni osi. Funkcija f je torej definirana povsod, Dy = R.

Y

-2 -1 1 2 3

b. Najprej izracunamo odvod:
) = (6 —x+2?) _ (—1+2x) _ 20 — 1 '
2V6—z+22  26-x+22  2/6-—z+a?
Pri z = 2 dobimo
3 3 32

k=112 = 0W6-214 42 8

Tangenta bo potekala skozi tocko (2, f(2)), torej skozi (2,2v/2). Enacba tangente

je torej
3
—2V2 = f(x —2),
3v2 3v2
8 4
oziroma
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RESITEV NALOGE 58. ¢

Najprej izracunajmo odvod f’(x) = 3z — 12z + 10. Smerni koeficient tangente v tocki
r = a je enak odvodu v tej tocki, f’'(a). Premica oklepa z osjo = kot § natanko takrat,
ko je njen smerni koeficient enak 1. Od tod dobimo enaébo 322 — 122 + 10 = 1 oziroma
po kratkem preurejanju

z* —4x+3=0.

Kvadratno funkcijo na levi strani razcepimo in dobimo (z—3)(z—1) = 0. Tocki, v katerih
tangenta oklepa zeljeni kot sta torej z; = 1 in x5 = 3. Smerni koeficient tangent v teh
tockah je seveda k; = ko = 1 in tocki na grafu funkcije f imata koordinati (1, f(1)) = (1,1)
ter (3, f(3)) = (3,—1). Enacbi tangent sta tako y — 1 = 1(x — 1) iny + 1 = 1(x — 3)
oziroma

y=x in y=x—4.

10

—10 -

RESITEV NALOGE 59. T

Ce v enacbo krivulje vstavimo & = 1, dobimo 1 + 2y — 3y = 1 oziroma 3y> — 2y = 0.
Resitvi sta y; = 0 in y, = % Iskani tocki na krivulji sta torej (1,0) in (1, %) Za izracun
smernega koeficienta tangent bomo potrebovali odvod. Enacbo implicitno odvajamo po
x. Pri tem upostevamo, da je spremenljivka y odvisna od neodvisne spremenljivke z.
Dobimo 2z + 2y + 2xy’ — 6yy’ = 0. Enakost delimo z 2 in izrazimo y':
Ytz
Yy = 3 .
y—x
V tocki (1,0) je y/(1,0) = —1, v tocki (1,2) pa je y/ (1,%) = 5. Enachi tangent sta torej
5

y—0=—1(z—1)iny—2 = 2(z — 1) oziroma

5
y=—x+1 in y:§m—1.
Njuno presecisce izracunamo tako, da resimo enacbo

5
— 1=-2—-1.
T + 3x

Resitev je zg = 2. Ce to vstavimo v ena¢bo za prvo tangentno, dobimo e y koordinato

presecisca, yg =

N[N0

. Tangenti se torej sekata v tocki (%, i)

RESITEV NALOGE 60. et
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2

a. Logaritem je definiran le za pozitivna realna stevila, zato mora veljati 37— > 0.
Izraz 2% v Steveu bo pozitiven za vsa realna tevila z izjemo x = 0. Pri z = 0 ima
ulomek vrednost 0 in funkcija f ni definirana. Imenovalec ulomka je pozitiven le
pri < 2. Definicijsko obmocje funkcije je torej enako Dy = (—o00,0) U (0, 2).

b. Izra¢unamo odvod

Fa) = 12 ‘ ( x? )/: 2—z (@*)@2-=2)—2*2-a2) _
2 \2-uz x? (2 —x)?
1 2z(2—x)+2* 4z —2? 4—x
T 22 (2-z)  22-12) z(2-2)
Dana premica ima smerni koeficient —3, zato resimo enacbo f/(z) = —3. Dobimo
4—x 1
o S
24 —12) = —x(2—12),
8§ —2r = —2x+27
? = 8,

r = +2V2.

Ker je 2¢/2 > 2 zunaj definicijskega obmocja funkcije f, je edina resitev o = —2/2.
41y

[y

RESITEV NALOGE 61. i
Vsota kvadratov razdalj od tocke (x,y) do tock A in B je
dz,y) = (- 1>+ @y +2)*+ (z —3)* + (y — 3)* = 22% — 8z + 23 + 2¢* — 2y.
Upostevamo se vez y = 22 in dobimo funkcijo ene spremenljivke
d(z) = 2% — 8z + 23 + 22" — 2% = 22* — 8z + 23.
I[zracunamo odvod d'(z) = 823 — 8. Iz pogoja d'(x) = 0 dobimo enacho
8z° =8,
ki ima v realnih Stevilih eno samo resitev, = 1. Iskana tocka je torej C(1,1).

RESITEV NALOGE 62. ¢

a. Iséemo ekstremne vrednosti izraza f(z,y) = x*+2y*. Izrazimo y = 6—2z in dobimo
funkcijo ene spremenljivke

g(z) = 2® + 2(x — 6)* = 327 — 24z + 72 = 3(2? — 8z + 24).
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Izracunamo odvod ¢'(z) = 3(2x — 8). Enacba ¢'(z) = 0 ima eno samo resitev,
x = 4. V tem primeru je y = 2 in f(4,2) = 24 je lokalni minimum, ker je ¢’ za
r < 4 negativen, za x > 4 pa pozitiven.

/

g - +

0 4

Cejex =0,jey = 6inje f(0,6) = 72. Najvecji mozni z je zaradi pogoja y € [0, 7]
enak x = 6. V tem primeru je y = 0 in je f(6,0) = 36. Vidimo, da je maksimum
dosezen pri x =0, y = 6.

RESITEV NALOGE 63. et

Denimo, da se Janez nahaja v tocki (x,v/3x? — 2z 4+ 1) na krivulji. Njegova razdalja do
tocke T' je tedaj enaka

d@) = /(= 3)2 + (V327 — 20 + 1)2 = VAz? — 82 + 10.

Ker je d > 0, bo razdalja najmanjsa natanko tedaj, ko bo dosezen minimum funkcije
D = d?. Funkcijo

D(x) = 42* — 8z + 10
odvajamo in dobimo D'(x) = 8z — 8. Enacba D'(z) = 0 ima eno samo resitev, z = 1. Pri
tem x je y = v/3 — 2+ 1 = /2. Najmocnejsi signal bo torej v tocki (1,v/2).
RESITEV NALOGE 64. s
Upostevamo, da je cas potovanja enak t = 2, kjer je s prepotovana razdalja, v pa (kon-
stantna) hitrost. O¢itno bo ¢as potovanja optimalen, ¢e se bomo peljali po x osi do neke
tocke (z9,0), nato pa nadaljevali po daljici od (x,0) do tocke (200,24). Naj x oznacuje
razdaljo med tocko (z¢,0) in tocko (200, 0) kot na sliki:

(200, 24)

Razdalja med tocko (zg,0) in tocko (200,24) je po Pitagorovem izreku enaka v/z2 + 242
Cas potovanja bo torej enak

200 —x  V/x? 4 242
t(z) = + :

130 50
Minimum funkcije ¢ bo pri istem x kot minimum funkcije D(x) = 650 - t(x). Funkcijo

D(z) = 13v22 + 576 + 5(200 — )

odvajamo in dobimo
x
D'(z) =13———= —5
(@) V% 4 576
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Enacbo D’'(x) = 0 preoblikujemo:

x
13— — 5
Va2 + 576

13z = 5Va?+ 576,
1692 = 25(2? + 576),
1442* = 14400,
> = 100.

Edina pozitivna resitev te enacbe je x = 10, torej moramo os x zapustiti pri ¢ = 190.
RESITEV NALOGE 65. @
Zanima nas razmerje v : r pri pogoju, da je povrsina

S = 2mrv 4 7r?

konstantna. Iz zgornje zveze izrazimo

in to vstavimo v formulo za volumen valja:
2 2
wre(S — mr 1 1 1
V = mrfu = mrAS—mr) s
2mr

[stemo torej maksimum funkcije

1 1
V(r)= 51"5 - §7Tr3.
Izra¢unamo odvod V’(r) in zapiSemo enacbo V'(r) = 0:
S 3
V'(r) = 5 §7rr2 =0.
Od tu dobimo S = 3772, Zdaj lahko izra¢unamo razmerje
S — mr? 3nr? — mr? 272
vVIr = —— 17 = —— .7 = cr=r:r =1:1
27r 27r 27r

Pri konstantni povrsini S bo torej volumen V' najvecji, ko bo r = v.

RESITEV NALOGE 66. et

Oznacimo dolzine posameznih odsekov ograje kot na spodnji sliki.

Y Y

Potem velja zveza 24 = 3x + 4y, iz katere lahko izrazimo
24 — 3z

Y

Povrsina je enaka
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[stemo torej maksimum funkcije
1
S(z) = 5(2495 — 327).
[zracunamo odvod 1
S'(x) = 5(24— 6z) = 12 — 3z.

Enacba S’(x) = 0 ima oc¢itno reSitev x = 4 in iz zgoraj izpeljane zveze izra¢unamo Se
y = 3.

RESITEV NALOGE 67. @

Oznacimo dolzini z in y kot na spodnji sliki.

T

Potem velja zveza 300 = 2z + 4y, iS¢emo pa taki vrednosti x in y, da bo povrsina S = zy

maksimalna. Iz zveze izrazimo
~ 300 — 2z
y= 7
in dobimo 200 _ 9 .
S(z) = % = 5(150x—x2).

Izrac¢unamo odvod 1
S'(z) = 5(150 —2x) = 75— .

Enacba S’(x) = 0 ima torej resitev = 75. Iz zgoraj izpeljane zveze dobimo se y = 37, 5.
Najvecja mozna povriina ograjenega obmocja je torej enaka zy = 2812,5 m?.

RESITEV NALOGE 68. @

Privzemimo oznake s spodnje slike.

Istemo vrednosti x in y, pri katerih je povrsina S = xy maksimalna, pri tem pa velja, da
je obseg konstanten. Veljati mora torej 4x + y = ¢ za neko neznano konstanto c¢. Od tu
izrazimo y = ¢ — 4x in dobimo

S = 2y = x(c—4x) = wc— 42>

I5¢emo torej maksimum funkcije S(z) = xc—4a?. Izra¢unamo S'(x) = ¢ — 8z in iz enacbe

S'(z) = 0 razberemo, da je maksimum dosezen pri x = g. Iz zgoraj izpeljane zveze
izraCunamo Se y = ¢ — %C = 5. Tako je
c c 1 1
Yy = —-:=- = —-:=-=1:4.
Y TR T8
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Maksimalno povrsino bomo torej dobili, ¢e bo Sirina vrta x enaka ¢etrtini njegove dolzine
Y.

RESITEV NALOGE 69. @

Privzemimo oznake s spodnje slike, torej |AB| = |CD| =2z in |AD| = |BC| = y.

Ker je polmer polkroga enak 1, velja zveza x? +y? = 1, zato lahko izrazimo y = v/1 — 22.
Plosc¢ina pravokotnika je enaka S = 2xy, torej iS¢emo maksimum funkcije

S(z) = 2zv1— 22

Izrac¢unamo odvod
y —2x 212
S'(z) = 2V1 —x2+2xﬁ = 2vV1 — 2?2 —

Resimo enacbo S’(z) = 0:

1—22—2% = 0,
22 = 1,
1
r = *x——.

V2

Seveda je smiselna le pozitivna resitev, torej je z = \/Li Iz zgoraj izpeljane zveze med x

in y izracunamo se y = \/ig

RESITEV NALOGE 70. ¢

Elipsa ima enacbo

2 2
@ v
16 9
od koder izpeljemo zvezo 922 + 163> = 144 in izrazimo y = %\/ 16 — x2. Plos¢ina pravo-

kotnika bo enaka S = 2z - 2y = 4xy, torej iS¢emo maksimum funkcije

3
S(z) = 437-1\/16—202 = 3zVv16 — z2.
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Funkcijo S odvajamo in resimo enacbo S’(z) = 0:

—2x
3V16 — 22+ 3r——— = 0,
24/16 — 22

R
3\/@ — —m - )
3(16 — 2%) — 32 =
16 — 22— 2% =
16 — 22° =

,IQ: 5

r = 422

Smiselna je seveda resitev, pri kateri je x pozitiven, torej je = 2v/2. Iz zgoraj dobljene
zveze med x in y izrazimo Se y = g\/ﬁ

)

®» o o o

6. Funkcije vec spremenljivk

RESITEV NALOGE T71. ¢

a. Izra¢unamo
fe(z,y) = 62%y° — 20y — 4,
fy(z,y) = A3y — 2® + 3.
b. Pisimo f(z,2) = g(z). Potem je
gl) = 22°-22 —2*.2—42+3-2—-1=
= 8% — 227 —4x 4 5.
Izracunamo Se odvod
J () = 242° — 4o — 4
in resimo enacbo ¢'(x) = 0:
242* —dx —4 = 0,
62> —x—1 = 0

1+v1+4-6

L= 12
1+£5
e = gy
Dobimo torej z; = % in ro = —%. Ker je ¢’ na (—oo, —%) U (%,oo) pozitiven na
(—%, %) pa negativen, je v —% lokalni maksimum, v % pa lokalni minimum.
g o+ - +
R
3 2

RESITEV NALOGE T72. et
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[zracunamo
folwy) = M@ -Dy+1)+e™M(y+1) =
= "y +1)x
fulwy) = e@—-1)(y+1)+e(@-1) =
e (x —1)(y +2).
Torej je
(gradf)(z,y) = (" (y + D, " ¥(z —1)(y +2)).
Stacionarne tocke so resitve sistema gradf(z,y) = 0. Dobimo
"My + 1)z =0,
ez —1)(y+2) =0,
in ker je €*™¥ > 0, mora biti
(y+ 1)z =0,
(z—=1)(y+2)=0.
Ce je x = 0, potem iz druge enacbe sledi y = —2, ¢e pa je y = —1, potem iz druge enacbe
sledi, da je # = 1. Stacionarni tocki sta torej (0, —2) in (1, —1).
RESITEV NALOGE 73. 1@
a. Izracunamo parcialna odvoda funkcije po x in y:
fe(z,y) = 62+ 8y —6,
fylz,y) = —6y+ 8z —28.
Gradient je torej enak
(gradf)(z,y) = (6x + 8y — 6, 8v — 6y — 8).
b. Za stacionarne tocke velja, da je (gradf)(z,y) = 0. Dobimo sistem enacb
6z +8y = 6,
8xr — 6y = 8§,
z resitvijo z = 1, y = 0. Edina stacionarna tocka je torej (1,0).
RESITEV NALOGE 74. i

Najprej izracunamo parcialna odvoda funkcije po x in y:
felz,y) = e“(x+9y°+2y) +e* =e(z+y* + 2y + 1),
folzy) = € (2y+2).
Gradient je torej enak
(gradf)(z,y) = (e"(z +y* + 2y + 1), " (2y +2)) .
Smerni odvod v tocki (zg, yo) v smeri vektorja @ dobimo po formuli

fa(zo. o) = (gradf)l(%’ o) ' @

V naSem primeru je
(gradf)(0,1) = ((0+1+2+1), ’(2+2)) = (4,4)

in @ = (1,-1), zato je

4,4)-(1,—-1 4—4

f(lj_l)(o, 1) — ( ) ( ) _

(-0l V2
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Ker je smerni odvod enak 0, sklepamo, da je to smer, tangentna na nivojnico, vzdolz
katere se vrednost funkcije ne spreminja.

RESITEV NALOGE 75. T

a. Najprej izracunamo parcialna odvoda
1

folwy) = y+5-42° = y+a’,
4

1
folwy) = w4 7-4y° = vty

Stacionarne tocke so resitev sistema
folzy) = y+2* =0,
fy(zy) = z+y° = 0.

Iz prve enacbe izrazimo y = —? in to vstavimo v drugo, pa dobimo
r—2"=0
oziroma
z(1—2%) =0.
Realne resitve te enacbe so x = 0, = 1 in x = —1. Izracunamo Se pripadajoce

y in dobimo stacionarne tocke (0,0), (1,—1) in (—1,1). Zdaj pa izracunamo Se
druge odvode

fen(,y) = 327,

faoy(z,y) = 1,

fyy<x7y) = 31/2,

in dobimo Hessejevo matriko

322 1
H(l’,y): [ ]

1 3y

z determinanto
det H(z,y) = 92%y* — 1.
Ocitno je levi zgornji element v Hessejevi matriki pozitiven v toc¢kah (1,—1) ter
(—1,1) in enak 0 v toc¢ki (0,0). Izracunamo det H (1, —1) =8 > 0, det H(—1,1) =
8 > 01in det H(0,0) = —1 < 0. Tocki (1, —1) in (—1,1) sta torej minimuma, tocka
(0,0) pa sedlo.
b. Gradient funkcije f je enak
(gradf)(z,y) = (y +2°, = + 1),

—

zato je smerni odvod v tocki (1,1) v smeri vektorja @ = (—1, 1) enak
df)(1,1)-a 2,2)-(—1,1 —2+42
fa )= ERILD @ (22) FLD) _—2v2_,
[al VEDEHTE V2
Vrednosti funkcije f se v smeri vektorja @ torej ne spreminjajo, tj. vektor a@ je
tangenten na nivojnico v tocki (1,1).

c. Funkcijske vrednosti najhitreje naraséajo v smeri gradienta. V tocki (1,1) torej
najhitreje narascajo v smeri vektorja (2,2).

RESITEV NALOGE 76. et
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a. Funkcija ne bo definirana, ¢e bo imenovalec katerega od ulomkov enak nic. Defi-
nicijsko obmocje je torej
Dy =R*\ {(z,y) € R* |z = 0 aliy = 0},
tj. ravnina brez koordinatnih osi.
b. Izracunamo parcialna odvoda

2

fx<x>y) = _P+y7
2

fy(xay) = I_E

Gradient funkcije f je torej enak
2 2
(gradf)(z,y) = (—; +y, T — @7) :
c. Funkcija najhitreje naraséa v smeri gradienta. V tocki (1, 1) velja
(gradf)(la 1) = (_17 _1) = ?7
zato dobimo
—-1,-1)-(—-1,-1 141
( ’ ) ( ’ ) _ + _ \/§
N SV
V splosnem je smerni odvod v tocki (zg,yo) v smeri gradienta g = (gradf)(zo, yo)
enak

f?(17 1) =

g-9 _ 19> _ -
f3(@o,p0) = =~ = = = 17|
! gl 1d]
torej kar velikosti gradienta. Ce se tega dejstva spomnimo, lahko dobimo zgornji
rezultat z nekaj manj racunanja:

fr(L1) = (-1, -1 = V2.

RESITEV NALOGE 77. @

I

a. Izracunamo parcialna odvoda

fx(xa y) = 3.%2 - ny - 9y27
fy(z,y) = —3z2% —18zy + 6y.

Stacionarne tocke so torej resitev sistema

x? —2xy —3y* = 0,
24 6ry—2y = 0
Ker je
2 — 2y — 3y* = (z +y)(z — 3y),
je x = —y ali pa x = 3y. Eno in drugo vstavimo v drugo enacbo. Pri z = —y
dobimo

y* = 6y* — 2y = —5y* — 2y = —y(5y +2) =0
oziroma y =0inx =0alipay= —% inz = % Pri x = 3y dobimo
9y + 18y — 2y = 27Ty* — 2y = y(2Ty — 2) =0

oziroma Se eno novo resitev, y = 237, T = 2%. Stacionarne tocke so torej (0,0),
2 _2)in (8 2
(57 5) mn (277 27)'
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b. Gradient funkcije f je enak
(gradf)(z,y) = (32° — 6zy — 9y*, —32% — 182y + 6y),
torej je
(gradf)(1,1) =(3—6—-9, =3 —184+6) = (—12,—15).
V smer proti izhodiscu kaze vektor @ = (—1, —1). Dobimo
Fo(L1) = (-12,-15)- (-1, -1) 12415 _ 27
VORI VR VB

RESITEV NALOGE T8. ot

a. Nalogo najlazje resimo tako, da vez y = % vstavimo v predpis za funkcijo f(z,y).
Dobimo funkcijo ene spremenljivke

Izra¢unamo odvod ¢'(x) =
in iz vezi izracunamo Se y =
b. Smerni odvod v tocki (xg, yo) smeri gradienta je enak |(grad f)(xg, yo)|. Izracunamo

1
fx(l‘7y) = ﬁ’

1
fy(xvy) = Z

Gradient funkcije f je torej enak

(gradf)(z,y) (g;?’ 2y)

wadf) (23) = (5.1).

zato je iskani smerni odvod enak

o) {5 - oo~ BT

RESITEV NALOGE T79. T

V tocki (2, 2) je

a. Enakost f(x,y) = ¢ preoblikujemo:

Vi —2z4+y2+1 = ¢
=2 +1yP4+1 = &
=20 +14+9y* = ¢

(z—-1>%+y* = ¢

Nivojnice so torej kroznice s sredis¢em v tocki (1,0) in z radijem c¢. Pri ¢ = 0 se
nivojnica izrodi v tocko (1,0).
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o OO0
I
I )

b. Izracunamo parcialna odvoda po x in po y:

20— 2 r—1
fx(x>y) = = s
2¢/12 =2z +y2 + 1 Va2 =2z +y?+1
2y Y
fy(xay) = =

222 —2x + 2 +1 22 -2z +y2+1

Stacionarne tocke so resitve sistema

fx(xay) = 0,
fy(x,y) =0

Edina stacionarna tocka je torej (1,0).
c. Gradient funkcije f je enak

@mwxmwz( vl J >.

Va2 =20+ 2+ 1 22 -2z +y2+1

V tocki (0, 1) torej dobimo

(wad ) = (-

Sy
SN—

1
\/57
RESITEV NALOGE 80. s

a. Iz enacbe f(z,y) = ¢ dobimo
arctan (2x2 — y) =c

oziroma
)
y = 22" — tanc.

Ker je tan (:i:%) = =41 in tan (0) = 0, je pri ¢ = 0 nivojnica parabola y = 222, pri
c = +7 pa paraboli y = 222 F 1.
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W/
\/

4
f$(x’y) = 1+(yf2x2)27

-1
fy(z,y) = 1+ (y — 222)2°

b. Parcialna odvoda sta

RESITEV NALOGE 81.

a. Iz enacbe za nivojnice f(z,y) = c pri ¢ =1 in ¢ =4 dobimo

922 +4y =1 in 922 +4y* =4

oziroma
2

y2
+53 =1 in +y*=1
I 1

22
L
9

9

Nivojnica pri ¢ = 1 je torej elipsa s polosema % in %, pri ¢ = 4 pa dobimo elipso s

2 .
polosema £ in 1.

MY
e

b. Izra¢unamo parcialna odvoda po x in y:
folz,y) =18z in  fy(z,y) = 8y.
Torej je
(gradf)(z,y) = (18, 8y).

c. Ker je
(gradf)(1,1) = (18,8),
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je smerni odvod v smeri vektorja @ = (—2,2) v tocki (1, 1) enak
(18,8) - (=2,2)  —36+16 —10
(—2)2 + 22 2v/2 V2

Ker je smerni odvod negativen, funkcija v tocki (1, 1) v smeri vektorja @ = (-2, 2)
pada.

f?z'(lv 1) =

RESITEV NALOGE 82. ¢

a. Ker je (z—1)?+y* > 0, bo funkcija definirana povsod razen tam, kjer velja enacaj.
Definicijsko obmocje je torej Dy = R?\ {(1,0)}.
b. Iz enacbe za nivojnice f(x,y) = ¢ dobimo

log ((z —1)* +¢*) =c
oziroma
(.T - 1)2 + y2 = ecv
torej so nivojnice kroznice s srediséem (1,0) in radiji v/e¢. Pri ¢ = 0 je radij enak
1, pri ¢ = log (4) je radij enak 2, pri ¢ = log (9) je radij enak 3.

y c=0
c=log4
c=1log9

c¢. Izracunamo parcialna odvoda

B 2(x —1)
fx(m7y) - (x_1)2+y27

_ 2y
fy(x7y) - ($—1)2+y2

Gradient v tocki (0, 1) je torej enak

(e )0.1) = (= ) =D

(=12 4127 (=1)? + 12

Smerni odvod v smeri proti koordinatnemu izhodiséu, tj. v smeri vektorja @ =
(0,—-1), je

(_1’ 1) i (07 _1)
02+ (1)

d. Funkcija v tocki (0, 1) najhitreje pada v smeri —(gradf)(0, 1), tj. v smeri vektorja
(1, —1).

RESITEV NALOGE 83. et
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a. Iz enacbe za nivojnice e*” ~¥° = ¢ dobimo 22 —y? = log(c). Nivojnice so v splosnem
torej hiperbole. Pri ¢ = 1 dobimo x? — 3? = 0, zato sta v tem primeru nivojnici
premici y = z in y = —x (simetrali kvadrantov). Pri ¢ = e res dobimo hiperbolo,
in sicer 2% — y? = 1.

b. Najprej izracunamo oba parcialna odvoda:

fe(z,y) = 22”77,
fy(z,y) = —2ye” ¥,

Ker je e* %" > (0 za vse  in y, bosta parcialna odvoda enaka 0 natanko tedaj, ko
bo 2z = —2y = 0. Edina stacionarna tocka je torej (0,0).
c. Gradient funkcije f je enak

(gradf)(z,y) = (2ze” V", —2ye” "),
zato je
(gradf)(1,1) = (2777, —2e" 1) = (2¢°, —2¢%) = (2, —2).
Iskani smerni odvod je torej enak

(2.-2)-(02) _2.0+(-2-2_ -4 _

10,2)] V0222 2

RESITEV NALOGE 84. T

a. Funkcija je definirana na tisti podmnozici ravnine, za katero je 2?2 + 9% —2x > 0.
Ce na obeh straneh neenakosti pristejemo 1 in izraz preoblikujemo, dobimo

(x—1)*+9* > 1.

Definicijsko obmo¢je je torej zunanjost kroga s srediscem S(1,0) in radijem 1
(vkljuéno z robno kroznico).
b. Iz enacbe za nivojnice f(z,y) = ¢ dobimo

V2 +y? -2z =c

Izraz kvadriramo in na obeh straneh pristejemo 1, potem pa levo stran spet
zapisemo kot vsoto kvadratov. Dobimo

(z—-12+y*=c2+1.
Pri ¢ = v/3 je nivojnica kroznica z enacbo

(x =1 +y* =4,
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pri ¢ = /8 pa kroznica z enacbo
(z—-1)>%+y*=09.

Dobimo torej kroznici s srediséem (1,0) in radijema 2 oziroma 3.

Yy

c. Parcialna odvoda sta

r—1
fx(xay) - \/m?
fy(xay) = /

\/ 22 —2x+y27

torej je

_ r—1 Y
(gradf)(z,y) = <\/x2 — 2z +y? V2 —2x+y2> '

d. Funkcija najhitreje pada v smeri —(gradf)(x,y). V tocki (2,2) je torej smer naj-
hitrejsega padanja enaka

~(gradf)(2,2) = - (% %) _ (-% _1) |

RESITEV NALOGE 85. @

a. Iz enacbe f(x,y) = ¢ dobimo

oziroma po preoblikovanju
c’+yP=2—c.

Pri ¢ = 0 dobimo y? = 2, kar ustreza premicama y = ++/2. Pri ¢ = 1 dobimo
kroznico z? + 2 = 1.
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(1 z
N

b. Parcialna odvoda sta enaka

_ 2z(y” —2)
fo(z,y) = e
2
fiey) =~

V tocki (z,y) je torej gradient enak

2x(y2 —2) 2y
(1+22)27 1422

() (o) = (
in v tocki (1,1) dobimo

o= (358 )= (4 )

c. Funkcija najhitreje narasca v smeri gradienta. V tocki (1,1) torej najhitreje
naraica v smeri (—3, —1).

RESITEV NALOGE 86. et

a. Najprej izracunamo parcialna odvoda

folzy) = 4a® 4+ 4y,
fy(zy) = Az +4y°.

Stacionarne tocke so resitev sistema

fx (-1'7 y) = 0,
fy(xa y) = 0,
torej mora veljati
@4y = 0,
r+y> = 0.
Iz prve enacbe izrazimo y = —a® in to vstavimo v drugo, pa dobimo z — 2% = 0

oziroma

z(1—2%) =0.
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Realne resitve te enacbe so © = 0, x = 1 in x = —1. Izrac¢unamo Se pripadajoce
y in dobimo stacionarne tocke (0,0), (1,—1) in (—1,1). Zdaj pa izracunamo Se
druge odvode

f:ca:(xay) = 12I2,
fwy('ra y) = 47
fw(T,y) = 12y2>

in dobimo Hessejevo matriko

1222 4
H(iL‘,y) = [ ]

4 122
z determinanto
det H(x,y) = 1442%y* — 16.

Ocitno je levi zgornji element v Hessejevi matriki pozitiven v tockah (1, —1) ter
(—1,1) in enak 0 v tocki (0,0). Izracunamo se det H(1,—1) = 128 > 0, det H(—1,1) =
128 > 0 in det H(0,0) = —16 < 0. Tocki (1,—1) in (—1,1) sta torej minimuma,
tocka (0,0) pa sedlo.

b. Gradient funkcije f je enak

(gradf)(z,y) = (42° + 4y, 4z + 4y°),
torej je
(gradf)(1,1) = (8, 8) = g¢.

Ker kaze vektor @ v smeri gradienta ¢ v tocki (1, 1), bo smerni odvod v tej tocki
v smeri @ enak velikosti gradienta |¢g|. Torej je

f7(1,1) =|(8,8)| = V82 + 82 = 8V2.
Poleg tega v smeri gradienta vrednosti funkcije seveda narascajo.

RESITEV NALOGE &7. ot

a. Iz enacbe za nivojnice
x

_— =

r?+y*+1
pri ¢ = 0 dobimo z = 0. Nivojnica je v tem primeru kar premica, in sicer ravno
ordinatna os. Pri ¢ = i dobimo enacbo

_or 1
24+y2+1 4
ki jo preoblikujemo v 4z = 22 + y? + 1 oziroma
* —dr+y* +1=0.
Na obeh straneh pristejemo 3 in dobimo
? —dx + 44y =3.
Opazimo, da lahko levo stran dopolnimo do vsote kvadratov,
(x =22 +y* =3,

to pa je enacha kroznice s srediséem v (2,0) in radijem /3.
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Yy
c=10
c=1
1 |
‘ T
2
b. Izracunamo parcialna odvoda:
1 —a%+y?
fo(z,y) = AT 250
—2xy
fylz,y) = At 2+
Gradient je torej enak
1 — 2?4 y? —2zy
d -
(gradf)(z, ) ((1 + 22+ 202 (1+a2 +2)?

c. Stacionarne tocke so resitve sistema

fm(xay) - 07
fy(x,y) = 0.

Ta ulomka bosta enaka 0 natanko tedaj, ko bosta Stevca enaka 0, torej dobimo
sistem enacb

1-2+y* = 0,
—2zy = 0.
Iz druge enacbe razberemo, da mora biti x = 0 ali y = 0. vCe je x = 0, dobimo iz

prve enacbe 1 + y? = 0, kar ne velja za noben realen y. Ce pa je y = 0, dobimo
iz prve enacbe 1 — 2% = 0, torej je z = £1. Stacionarni tocki sta torej (1,0) in

(—1,0).
[zracunamo Se druge odvode:
2z(2? — 3 — 3y?
ffL"fE(x7y) = ( 2 23)7
(1+ 22 +4?)
o —2y(1 =32+ y?)
fmy(xay> - (1 —|—£B2 +y2)3 )
—2z(1 + 2? — 3y?)
Tou(:y) (1+ 22 +9y2)3
V tockah (£1,0) je
+2(-2) 1
fea(T,y) = 3 _q:§’
fmy($;y> = 07
F2-2 1
fyy(xvy) = —5— =%+
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Hessejeva matrika v tocki (1,0) je torej enaka
1 0
H(L,0)=| * |
0 —3
in njena determinanta je enaka (det H)(1,0) = 1. Tocka (1,0) je zato lokalni
maksimum.
Hessejeva matrika v tocki (—1,0) je enaka
10
H(-1,0)=| % |
0 3
in njena determinanta je enaka (det H)(—1,0) = ;. Tocka (—1,0) je lokalni mini-
murmn.
RESITEV NALOGE 88. @

a. Povrsina kvadra s stranicami a, b in ¢ je S = 2ab+ 2ac+ 2bc, volumen pa V' = abc.

Iz enakosti V' = abc = 1 izrazimo ¢ = ﬁ in definiramo funkcijo

2 2
b) =2ab+ -+ — .
S(a,b) a—i—b—i—a

b. Is¢emo maksimum funkcije dveh spremenljivk S(a,b), zato izracunamo oba parci-

alna odvoda, ki morata biti v stacionarnih tockah oba enaka 0:

2
Sa - 2b - —2 — O,
a
2
Sb = 2(1 — ﬁ = O
Iz prve enacbe izrazimo b = a% in to vstavimo v drugo enac¢bo. Dobimo
2 2 0
a— 5 = 0,
()
a—at = 0,
a(l —a*) =

Resitev a = 0 ni dobra, ker v tem primeru ne bi veljalo V' = abc = 1, torej je

1—a® =0 oziroma a = 1. Iz zveze b = a% zato sledi, da je tudi b = 1, nazadnje pa

je Se c = ﬁ = 1. Kvader z najvec¢jo mozno povrsino pri danem volumnu je torej

kocka.

RESITEV NALOGE 89. et

Definiramo funkcijo treh spremenljivk

F(z,y,\) = zy + A\(32° + 3> — 6).

[zracunamo vse tri parcialne odvode prvega reda in upostevamo, da so stacionarne tocke
tiste, v katerih so vsi trije odvodi enaki 0:

fm(xvyu)\> = y+6.f)\:0,
fy(xaya)‘) = $+2y)‘:()7
Iy N) = 3*+y° —6=0.
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Iz prve enakosti izrazimo y = —6z\ in vstavimo v drugo. Dobimo
0=z +2y\ =2+ 2(=62\)\ = 7 — 122)% = z(1 — 12)?).
Ce bi bil z = 0, bi iz prve zveze sledilo §e y = 0, a potem ne bi bila izpolnjena tretja
enakost. Torej je 1 —12A2 = 0 in je A = iﬁg' To vstavimo nazaj v prvo zvezo in dobimo
y = £v/3 z. Ce to vstavimo v tretjo enacbo, dobimo
32+ (V3 2)? -6 = 0,
32° + 322 = 6,
2 =1

oziroma 2 = =41 in nazadnje e y = 4+/3. Stacionarne tocke so torej (&1,=4+/3).
Izracunamo Se vrednosti funkcije f v teh toc¢kah in vidimo, da je

F(1,V3) = f(=1,—V3) = V3,
F(1,=V3) = f(—1,V3) = —V/3.
Prvi dve tocki sta torej maksimuma, drugi dve pa minimuma.
RESITEV NALOGE 90. @
Definiramo funkcijo treh spremenljivk
F(z,y,\) = 42 — 2y + \a® + y* — 20).

Izracunamo vse tri parcialne odvode prvega reda in upostevamo, da so stacionarne tocke
tiste, v katerih so vsi trije odvodi enaki 0:

fo(zyy,\) = 4+22A=0,
fy(x7y7)\> = _2+2y/\:07
lx,y,\) = 22 +y*—20=0.

Iz prve enakosti izrazimo x = —%, iz druge pa y = % Oboje vstavimo v tretjo enakost in
dobimo

4 1

wte=%

oziroma \? = i. Torej je A = :i:%. Ceje A= %, potem je x = —4iny =2. Ceje A = —%,

potem je x =4 iny = —2. Ker je f(4,—2) =20 in f(—4,2) = —20, je (4, —2) maksimum,
(—4,2) pa minimum.

7. Integral

RESITEV NALOGE 91. et

a. Stacionarne tocke so nicle odvoda. Najprej izracunamo

) () (1 + 2%) — 2(1 + 22 1+ 2% — 222 1—2?
€T = = = .

(1+22)? (1+22)? (1+22)?
Niéli Stevea in s tem nicli odvoda sta x =1 in . = —1.

b. Integral izraéunamo s pomocjo substitucije t = 1 + 22, dt = 2z dx. Dobimo

v 1 (1 1 1 )
/1—1—3:2 dx = 5/; dt = §log\tl+c = §log]1+x |+ c.
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RESITEV NALOGE 92. ¢
Pisimo

2r — varcsinx
I = dz.

V1— 22

Najprej iskani integral razbijemo na dva dela,

2x varesinx p / T / varcsin x
J— x =
V1 — 2?2 V1 — 2?2 \/1—x2 V1—22

Za izracun I; uporabimo novo spremenljivko t = 1 — 22, dt = —2x dx. Dobimo
I = —/%dt = —/t—é dt = =27 +¢ = —2/t+c = —2/1— 2 +c.

Za izracun [, uporabimo novo spremenljivko ¢ = arcsinx, dt = ﬁ dx. Dobimo

t2 2 2
= /\/Edt = /t2 dt = ++c = g\/t_?’—kc =3 (arcsinx)3 + c.

2

I =

- Il_[Q-

Torej je
2
I =5L—-1 = =2V1—2?— 3 (arcsin )3 + c.
RESITEV NALOGE 93. @

a. Prvi integral izracunamo z metodo integracije po delih. Pisemo u = =z, dv =
sinz dx ter du = dx, v = —cosx. Tedaj je

/a:sin(:c) dx = —xcosx—i—/cosa: dr = —xcosz +sinz + c.

b. Pri izracunu drugega integrala vpeljemo novo spremenljivko t = 22, dt = 2z dx.
Iz druge enakosti izrazimo Se z dx = % dt in dobimo

1 1 1
/xsin(x2) dr = /§sintdt = —§cost+c = —§cosx2+c.

RESITEV NALOGE 94. T

a. Izraz odvajamo po pravilu za odvajanje ulomkov in upostevamo, da je

cos® x +sin®z =1,

pa dobimo
, (cosx) sinx — cos z(sin z)’ —sinxsinz — cos x cos x
f (','C) = .9 == . =
sin” x sin® x
—sin®x — cos’x 1
sin’ x sin®x’

b. Vpeljemo novo spremenljivko ¢t = sinx, dt = cosz dx. Tedaj je

1
/f(x) dx = /C?SLE dx = /Z dt = loglt|+ ¢ = log|sinz|+ c.

sin x

c. Pri tej tocki si pomagamo s prejsnjima. Spremenljivki za integracijo po delih bosta
u=ugzinv=—f(r) = -7 pripadajoca diferenciala pa du = dz in dv = Sinlgx
(tu uporabimo rezultat iz prvega dela naloge). Ko izvedemo integracijo po delih
in uporabimo Se rezultat iz drugega dela naloge, dobimo

T T COS T T Ccosw
/ —— dr = —— /f )dx = — + log | sinz| + c.
sin

sSi- T S T
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RESITEV NALOGE 95. ¢

a. Integral racionalne funkcije izracunamo tako, da integrand najprej razbijemo na
parcialne ulomke. Pisimo

4 4 A B Alx+2)+Bx  x2(A+B)+2A

2+ 2r x(r+2) x+x+2 B z(x +2) B x? + 2z

Prvi in zadnji ulomek sta enaka in imata enaka imenovalca, zato morata imeti tudi
enaka Stevca: 4 = x(A + B) 4+ 2A. To pa velja natanko tedaj, ko je

A+B = 0,
2A = 4.
Torejje A=2, B=—-21in
4 2 2
2+2r v w+2

Konéno lahko izracunamo Se

4 2 2
/ de = /—— de =
2+ 2x r  x+2
2 2
= /—dw—/ dr =
T T+ 2

= 2log|z| —2log|z + 2| +c.

b. Drugi integral izracunamo z metodo integracije po delih. Naj bo

u=logxr, dv=xdr in du=— dz, v:x—.

x 2
Potem je
2] 21
/xlog(x)dm = u~v—/vdu =7 ng—/x—'—dx =
2 2 =z
2?logz 1 / q 2?logxr 2
= —— | xdr = ——+c
2 2 2 4
RESITEV NALOGE 96. @
a. Najprej s pomocjo substitucije t = —F, dt = —% dx, izracunamo

/eg de = —Z/et dt = —2e' +¢ = =272 fc

[skani integral izracunamo z metodo integracije po delih. Naj bo

z

_z . _
u=x, dv=e 2dr in du=dxr, v=-—2e 2.

Dobimo

/xeg dr = —2xe % —/—26926 de = —2ze”

b. Uvedemo novo spremenljivko ¢ = wlogz, dt =~ dv. Prix =1jet=0,priz =c¢
je t = m. Torej je

e 1 1 g 1 4
/ COS(ﬂ' ng> dﬂfz_/ cost dt = Zsint] =0—0=0.
1 0

T ™ ™ 0

NIE]

—4e e = 22 (z+2)Fec



104

Resitve
RESITEV NALOGE 97.

ot
Upostevamo, da je t = logx, dt = i dx. Dobimo

1 1 1 1
————de = [ dt = ——+4¢ = — + c.
/a:log2(x) /t2 t

log

Definicijsko obmocje integranda je (0,1) U (1,00). Na intervalu (e,00) je torej edina
singularnost pri co. Enako velja za funkcijo —@. Zato je

© ] 1
/ —— 5 dv =
e xlogi(z)

_log:p

o . 1 1

= lim | — + =0+1 = 1.
e T—00 log x loge
RESITEV NALOGE 98.

S substitucijo t = %, dt _?12 dx, dobimo

/e—;dx:—/etdt:—et+c
x

in —ex sta definirani na R\ {0}. Zato je

1
—ex 4+ C.

Funkciji f(z) =

1
f(z) de = —e= —e+limer = —e+o00 = 00
0 z\,0
in
/ f(a:)dx:—ealc — — lim e¥ 4 e —14+e =e—1.
1 1 T—00

8. Uporaba integrala
RESITEV NALOGE 99.

i
Najprej dolo¢imo vsa presecisca med krivuljama:
r+1 —? + 3z + 4,
2?2 —2x—3 0,
(x+1)(z —3) 0.
Krivulji se sekata pri x = —1 in x = 3.
y
f(=)
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Plos¢ino obmocja med krivuljama dobimo po formuli

b
5= [ 1) - g(o)] ds
Ker graf funkcije f na intervalu [—1, 3] lezi nad grafom funkcije g, je v teh mejah

[f(x) = g(2)| = f(x) — g().

Zato je
3 3
S = / f(x)—g(:v)dx:/ —2* 4+ 3r4+4—(x+1)de =
-1 -1
= / —2*+2r+3dr = —— +2°+ 3 =
~1 3 -1
27 1 32
= 24949 (z41-3) = =
g ot (3+ ) 3
RESITEV NALOGE 100. i

a. Ce izenacimo f(z) = g(x), dobimo
-2+ +1 = 201,
-2 —x+2 = 0,
Pz -2)—(r—2) = 0,
(z=2)("-1) = 0
(x —=2)(z—1)(x+1) = 0.
Dobljene tri mozne vrednosti za x vstavimo v predpis za funkcijo g in dobimo Se
pripadajoce y. Presecisca so (—1,—3), (1,1) in (2, 3).
b. Grafa funkcij f in g dolocata dve omejeni obmoc;ji.
Yy

c¢. Plos¢ino obmocja med krivuljama dobimo po formuli

5= [ If@) - gla)] do
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Ker je

1 1
S1 = /f(x)—g(x)dx:/x3—2x2—x+2dx:
-1 _
2 3 42

in

2 2
Sy = /g(x)—f(x)dx:/—x3—|—2x2+x—2dx:
1 1

223 2P 5 2
TR e
B 16 16 4 1 N 2 1 )
43 2 43 2 12
Skupna plos¢ina obeh obmocij je torej
8 b5 37
S = 51+ 5, 3tE = 1o
RESITEV NALOGE 101. ais
Yy
f(z)
\ g(x)
=0
/
%ltr)gQ i T
Izracunajmo presecisce obeh krivulj:
eQ;v — _62a:_+_4’
2e* = 4,
e = 2
2v = log2,
1
r = =log2.
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[zracunati moramo torej doloceni integral

%10g2 %log?
S = / —€2x—|—4—€2xd1}:/ —2e% + 4 dr =
0 0

1

= log 2
2

= — 44y

—€!82 1 2log 2 — (—€" +0) =
0
= —2+4logd+1 = logd—1.
RESITEV NALOGE 102. ¢

Najprej dolo¢imo vsa presecisca med krivuljama:

fx) = g(=),

r—1? = —2z,
2> -3z = 0,
z(r—3) = 0.

Grafa se torej sekata pri z =0 in = = 3.

Y

Plos¢ino obmocja med krivuljama dobimo po formuli

/If —g(z)| de.

Na intervalu [0, 3] je | f(z) — g(z)| = — g(x), torej je

3 3
S = /x—x — (—2x) dx :/Sx—xQdac:
0 0

3 3-9 27 9
e )
RESITEV NALOGE 103. T

Grafa funkcij ¢g in h se oc¢itno sekata pri x = w. Prav tako je oc¢itno, da edina mozna
presecisca lezijo na intervalu [r — 1,7 + 1], saj so drugje vrednosti funkcije h vecje od 1
ali pa manjse od —1. Ker je na tem intervalu funkcija g strogo padajoca in funkcija h
strogo narascajoca, je x = 7 tudi edino presecisce.
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Izracunati moramo

2 ™

/g(:v)—h(x)d:v = /sina:—:v—i—wd:v:—cos:l:—x——l—?rx =
0 0 2 0

2 2
= —COSW—%+7T2—(—COSO—O+O) = 2+%.

RESITEV NALOGE 104. ¢

[zracunamo presecisca grafov funkcij f in g:

flz) = g(z),
14 —222 = 92243,
11 = 1122,

2 = 1,

r = =£1.
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Podobno ugotovimo, da se grafa funkcij f in h sekata pri x = £2. Grafa funkcij g in h se
ne sekata. Ker so vse funkcije sode, izracunamo

522/0() d:}c+2/f =

= 2/ 82 +1d:c+2/ 12 =322 dx =
0 1

= 2% +)

2

1
+2(12x — 2?)
0 1

= 2(§+1)+2(24—8—(12—1)) = %

RESITEV NALOGE 105. et

/_:f(x)dx:Q/oﬂf(x)dx

Najprej izracunajmo pripadajoc¢i nedoloceni integral. Uporabimo metodo integracije po
delih. Naj bo u = z in dv = sinx dx. Potem je du = dx in v = — cosx. Zato je

Funkcija f je soda, zato je

/:csinx doe = —a:cosx—i—/cos:z: dr = —xzcosx +sinzx + c.

Tako je iskana plos¢ina enaka

2/ f(z) de = 2(—zcosz +sinz)
0 0

= 2(—mcosm+sinm) —2(—0+sin0) = 2.

RESITEV NALOGE 106. @
a. Funkcija f ima pri = 1 nicli, v katerih spremeni predznak, lim, ., f(z) = oo,
lim, o f(z) =01in f(0) = —1. To zadosca, da skiciramo graf:
y
f(=)
y=20

_\Jl .

b. Najprej enkrat uporabimo metodo integracije po delih z u = 22 — 1 in dv = e® dx.
Dobimo du = 2x dx in v = €*, torej je

= [t@)de = [ -verds = @ -1) - [ 200 e

Za preostali integral Se enkrat uporabimo metodo integracije po delih, tokrat z
u = 2z in dv = €® dx. Dobimo Se du = 2 dx in v = €” ter

I = ex(xQ—l)—(erx—/Qex dr) = e*(2? —1) — (e - 22 — 2e") =

= e'(2®—1-22+2) = (2 —=2v+1)e* = (v —1)%
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c. Omejeno obmocje je med z = —1 in = 1, torej moramo izracunati
/ f@)de = @—1)% | = 0— (=22t = -2
-1 -1 e
Iskana ploscina je torej S = =
RESITEV NALOGE 107. ot
a. Grafa funkcij f in g se ocitno sekata pri x = —1 in x = 2. Za ostala presecisca
velja 1 = (z + 3)?, torej je  + 3 = £1. Dobimo §e dve preseciséi, in sicer pri
r=—21in pri x = —4.

b. Ce upostevamo, da sta f in g polinoma druge oziroma ¢etrte stopnje in da poznamo
vse njune nicle ter presecisca, lahko grafa brez tezav nariSemo:

)

f(z)
9(z)
1 T
c. Iskana ploscina je sestavljena iz treh delov.
—9 _9
S1 = f(x) = g(x) dv = / —a* = 52% + 20z + 16 dv =
Y -2
= —— ——— +102°+16 =
5 1 + 102" 4 16z »
32 1024

3
= 3—20%—40—1—(—32)—(?—320—{—160 64) = 134—5,

—1
Sy = g(z dx:/ 2t 4523 — 200 — 16 doz =
-2
x5 5t -1
= 4+ 102> - 16 =
5) 4 o x72
= —|—5 10+ 16 32+20 40 4+ 32 —1+1—|—1
5 4 5 N 4 5
2
Sy = /f :/ —a* — 52% + 200 + 16 do =
—1
5at 2
= — — — 1410 16 =
5 1 + 1022 + :cil
32 80 1 5
= — — — 4+404+32—-(=-—=-+10—-16) =
ST (5= Te0-10)
33 1 2 1
= — 4594+ - = H2+4 -+ -.

5 4 5 4
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Tako je
3 1 1 2 1
S = S1+5+5 =B8+-+1+-+_-+2+-+- =
1+ 052+ O3 —|—5+ +4+5+ +5—|—4
2 6 10 24 34 7
= 66+—-+- =66+ —+— = 66+— = 67+ —.
175 T30 T30 10
RESITEV NALOGE 108. ot
Vpeljemo novo spremenljivko ¢t = 1 — 2. Potem je dt = —2x dz oziroma z dx = —% dt.
Dobimo

1 1
/—1$_—12 dl’ = —é/t_édt = —Et%Q—I—C = —\/E—f—C = —vl—xQ—f—c.

Y

Izrac¢unati moramo Se

™
S = / 2?sinx dr.
0

Najprej izracunajmo nedoloceni integral z veckratno uporabo metode integriranja po de-
lih. Naj bo najprej u = 2% in dv = sinx dx. Dobimo §e du = 2x dx in v = — cos x, zato
je

/x2sinx da::—x2cosx+/2xcosx dz.

Za izracun preostalega integrala Se enkrat uporabimo metodo integracije po delih za u =
2z in dv = cosx dx. Dobimo du = 2 dz, v = sinz in

/.Z'QSHIZ' de = —xzcosx+2:csinx—/2sinx =

= —z?cosx+2rsinz+2cosx +c¢ =

= (2—x2)cosx+2xsinx+c.

Tako je
S = (2—a%cosx+2zsinz Z = (2—7m%) cosT + 2msinT — (2cos 0+ 0) =
= 247°-2 =74
RESITEV NALOGE 109. @

a. Uporabimo metodo integracije po delih z u = z — 1 in dv = e dx. Dobimo
du=dr,v=—e"in

/f(:z:) dr = —(x—l)eu/ex de = (1—a2)e—e " +¢ = ——+c
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b. Za izrac¢un limite pri x — oo uporabimo I'Hospitalovo pravilo, pa dobimo

[o¢] o0 1
/ flz) de = S = lim (—ﬁ) — lim <—£> = lim (——) -0 = 0.
0 0 T—00 er z—0 er T—00 et

ex

c. Ploscina obmocja je

h d 1 d Y ) d Sl R
fry —_ + = — - —
| r@ia = [ @yt [ - S| -2
1 11 1 2
- lm Y lm o4 =2_0-04-="2
e z—0 et z—o0 ¥ e e e e
Yy
7(x)
1.,‘_‘
/I €T
RESITEV NALOGE 110. ot

a. Najprej poiscéemo vsa presecisca grafov funkcij f in g:

f(x) = g(=),
1 B x?
1+a2 27

2 = 2%(1+4 2%,
422 —-2 = 0,
(z° = 1)(a*+2) = 0,
(x—D(x+1)(2*>+2) = 0.

Grafa se torej sekata pri x =1 in z = —1.
y
f(=)
S
-1 i T

Ploscina omejenega obmocja med grafoma je enaka

S = _1f(x)—g(ac)dx:/_ ! ~ T gy =

1+a22 2

3|1 1 1
= arctanx——‘ = arctanl — = — | arctan (—1) 4+ = | =
6 -1 6 6
o 1 o7 1 7 1
4 6 4 6 2 3

b. Dolzino loka izra¢unamo po formuli

b
l:/ V14 h(x)? dx,
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pri cemer je a = log2 in b = log4. Najprej izracunajmo odvod

, 1 "+ 1\ e"—1 e(e"—1)— (e"+1)e
h (x) - e?41 ' x — x ) T 2 o
P e’ — 1 (& +1 (6 — ]_)
1 —2e” —2e”

e 1 et —1  e2_1

Posebej izracunajmo Se

—2¢7 \? 4e3*

N2 _ _
1+h(x) = 1+(€2x_1) _1+(€2x_1>2_
B el — 2e% 41 4 4 B

o (e2z _ 1)2
_ 64x +2623: _|_ 1 _ (eQm + 1)2
(6290 _ 1)2 - (6293 _ 1)2'

Ker je e +1>01in e** —1 > 0, je

JITH@E = et el el
=i _

e —1)2 e2e — 1 Toe2w 1

Torej je
logd 2« 1
- / C T g
log 2 et —1

Posebej izracunajmo Se nedoloceni integral:

e* +1 e —1+2 2
/62$_1d:c = /—62$_1 d:z;:/l—i-e%_ld:c:

= x+loglt| —loglt+1|+¢c =
= x+log|e* — 1] —log|e*| + ¢ =
= w+log|e®™ —1| -2z +c =

—z +log [e** — 1| +c.

Pri tem smo uporabili novo spremenljivko t = e?* — 1, dt = 2¢?* dz, in razbitje na
parcialne ulomke

1 _A+ B At+1)+Bt  t(A+B)+A 1 1
tt+1) ot t+1 tt+1) tt+1) ot t+1
Nazadnje dobimo

log 4
| = —z+logle* —1] =
log 2

= —logd4+loglb+log2—log3 =

e (1Y L (P
= log 1.3 = 10g 5 .
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Yy
h(z)
1«~
) .
RESITEV NALOGE 111. ¢
Najprej izrac¢unamo f'(z) = % — # in
L+ PR = 14 (B R S
T = —_— - — = — -t — =
2 222 4 2 Azt
et 11 (a1
42 4xt 2 212
Torej je
2 2 2 2
T 1
| = 1+ fl(x)? de = ) dr =
[VETer e = (5 gs)
2 2 2
€T 1 X 1
/12 2| T ) 2t ™
o 1 8 1 (1 1) 17
6 2zl 6 4 6 2) 12
Y
f(z)
1~
1 x
RESITEV NALOGE 112. et

a. Vpeljemo novo spremenljivko ¢t = e* + 1, dt = €” dx in uporabimo razcep na

parcialne ulomke

1 A B A(t—1)+ Bt

HA+B)— A

Ht—1) F1 Ht— 1)

= — 4 — =
t

tHt— 1)
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pa dobimo
1 1 1 1
de = dr = dt = | — —-dt =
/f(x) o /ew+1 o /t(t—l) /t—l t
= log|t—1| —log|t| + ¢ = logle®| —logle” + 1|+ ¢ =
= z—logle® + 1] +c.
b. Za ta del uporabimo novo spremenljivko ¢t = 1 + 22, dt = 2z dx in dobimo
_ 2 _ — —
vV = /0 wg(x) dx—ﬂ/o mdx—ﬁ/l t_zdt_
= 2 =m (-D)+ 5 =04 =
I PR == ) A T A
y
9(z)
1 L
1 T
RESITEV NALOGE 113. i
a. Najprej izracunamo presecisca obeh grafov:
flz) = g(x),
322 —6x+5 = 6x—4,
32— 12049 = 0,
22 —4dx+3 = 0,
(x—1)(z—-3) = 0.
Presecisci sta torej prixz =1 in x = 3
y
f(z)
9(z)
10
1 T

Ploscina omejenega obmocja med grafoma je torej enaka

S:

3
= / —322+ 122 — 9 dx =
1

= —27+54—-27—

/139(m)—f(x) dr = /136x—4—(3x2—6x+5) dx

3
—23 4+ 62% — 9z =
1

(-1+6-9) = 4.
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b. Iskani volumen je enak

3 3
V = 7T/ g(2)?* — f(x)* dz = 7r/ —9x* + 362" — 302% + 120 — 9 dv =
1 1

—09g° 3
= 7T( ; +9x4—10x3+6x2—9x) ‘ =

1

—2187 -9 272
= 7r( 3 +729—270—|—54—27) —71'(?4—9—104—6—9) = <
RESITEV NALOGE 114. s
Volumen je enak
> 1 <1 o0
VZW/ —dl‘:ﬂ'/ —dt:—ﬁ‘ =
. z(logx)? . t? t I
1
=z =2 lml =r-0=r1
t loo 1 t—oo
Pri tem smo vpeljali novo spremenljivko ¢t = logz, dt = % dx.
RESITEV NALOGE 115. s

Pot, ki jo kolesar opravi v casu t; < 3 po zacetku pospesevanja, je ploscina pod grafom
hitrosti, torej

t1 t1 3 3
(t1) / (t) dt / L VA L
s = v = — =7 — = 7- —.
! o o 3 9 lo "

Zanima nas kolesarjeva pot pri t; = 3. Dobimo
3

3
S(3) = T34 = 2143 = 2

Kolesar je v prvih treh sekundah torej prevozil 24 metrov. Njegova hitrost po koncu
pospesevanja je bila v(3) =7+ % =10 m/s.
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