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Predgovor

Predmet Matematika je semestrski predmet prvega letnika visokoSolskega strokovnega
Studija na Fakulteti za ra¢unalni$tvo in informatiko Univerze v Ljubljani. Sestavljen je iz dveh
bistveno razli¢nih delov, analiti¢cnega in algebrai¢nega.

V prvih stirih poglavjih knjige predstavimo analiti¢ni del predmeta, torej zaporedja in vr-
ste ter funkcije ene spremenljivke, njihove odvode in integrale. V nadaljnjih dveh poglavijih
pa Studenti spoznajo osnove linearne algebre, torej geometrijo vektorjev v prostoru, matrike in
redevanje sistemov linearnih enatb. Studenti prihajajo iz srednjih %ol z razli¢nim predznanjem,
zato sta poglaviji, ki sta bili obravnavani Ze v vecini srednjih Sol, podani v dodatkih. V prvem
navedemo osnovne oznake, ki jih uporabljamo na mnoZici realnih stevil, nekoliko ve¢ pa po-
vemo tudi o kompleksnih Stevilih. V drugem dodatku so predstavljene elementarne funkcije
in njihove lastnosti.

Snov predmeta je obsezna, predavatelji pa se jo trudimo predstaviti na razumljiv in upo-
raben nacin. Zato ima knjiga Matematika velikov primerov, ki ilustrirajo definicije in izreke,
tezjih dokazov pa v knjigi ne navajamo. V navedeni literaturi lahko zahtevnejsi bralci poiscejo
dokaze izpus€enih izrekov in najdejo tudi nekatere njihove posplositve.

Ob tem se najlepSe zahvaljujem recenzentoma, prof. dr. Gregorju Dolinarju in prof. dr. NeZi
Mramor Kosta, za skrben pregled knjige in prijazne nasvete med njenim nastajanjem.

Polona Oblak



POGLAVJE 1

Zaporedja in vrste

1.1. Zaporedja

Pod besedo zaporedje si velikokrat predstavljamo urejen seznam. To je lahko zaporedje
opravil v nekem dnevu, zaporedje ocen tekom Studija ali pa zaporedje spletnih strani, ki smo
jih danes obiskali. V matematiki se ukvarjamo z zaporedji stevil, saj lahko tak$na zaporedja
dobro preu¢ujemo, po drugi strani pa zaporedja pogosto uporabljamo pri programiranju.

1.1.1. Definicija Stevilskih zaporedij. Primer neskon¢nega zaporedja naravnih stevil je
zaporedje decimalk Stevila 7t

3, 1, 4, 1, 5, 9, 2,
0. ¢len 2. ¢len 4. ¢Clen ‘ 6. ¢len
1. ¢len 3. ¢len 5. ¢len tu sledi neskonc¢no ¢lenov

Taksno zaporedje bomo oznacili kot ag = 3,01 =1,ap =4,a3 =1,a4 =5,a5 = 9,46 = 2,...

Formalno zaporedje podamo kot preslikavo, ki vsakemu indeksu priredi pripadajoci ¢len
zaporedja. Pri tem se bodo nekatera zaporedja zacela z ni¢tim ¢lenom, druga s prvim ¢lenom,
tretja pa morda z dvainstiridesetim ¢lenom, ¢e bo tako bolj prikladno.

Zaporedje realnih $tevil je preslikava, ki naravnemu $tevilu 7 priredi realno Stevilo a;,:
No — R
no—=  an.

Pri tem Stevilo a, imenujemo n-ti ¢len zaporedja, zaporedje ag,ay,az,43,... pa ozna-
¢imo z
(an)n-

Ce se pri tem zaporedije ne bo zatelo z ni¢tim ¢lenom (ampak s prvim ali dvainstiridesetim),
bomo to posebej poudarili.

Zaporedja lahko opisemo na veliko razli¢nih nac¢inov.

Kot v primeru decimalk v decimalnem zapisu Stevila 7t lahko podamo zaporedje opisno.
Za rac¢unanje je najpriro¢nejsi nacin, da podamo ¢lene zaporedja eksplicitno, kjer je podano
pravilo, kako vsak ¢len zaporedja izratunamo iz njegovega indeksa:

an = f(n).

Na primer, prvih pet ¢lenov zaporedja a, = %, kjerjen > 1,je enakiha; = 1,4, = %, az = %,

1 1
a4:Z,a5:§.
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Ce je zaporedje podano eksplicitno, lahko &lene a,, grafi¢no ponazorimo kot totke (1, a,)
v ravnini R?, ki lezijo na grafu funkcije f.

PRIMER 1.1.1. Ugani, kaj bi lahko bil splosni ¢len zaporedja 1, — %, %, - %, 11

G T 33s

RESITEV: Ce oznacimo &lene zaporedja kot ag = 1, a1 = —%, a = %, as = —%,. .., opazimo, da
imajo Cleni zaporedja a, v imenovalcu stevilo 2". Hkrati ¢leni alternirajo: sodi ¢leni so pozitivni, lihi
pa negativni. Zato lahko splosni ¢len zaporedja zapiSemo kot

1
ap = (—1)"27.
Grafi¢no lahko ¢lene zaporeja predstavimo v ravnini kot:
1 ¢4n
11
2
L]
1 L * ® n
1 2 8 4 5 6
31 °
1

Ni vedno lahko podati splosnega ¢lena zaporedja. Vcasih je splosni ¢len zaporedja lazje
podati rekurzivno, kar pomeni, da izrazimo n-ti &len zaporedja s pomogjo prejénjih. Ce pri tem
podamo n-ti ¢len a,, kot predpis, ki je odvisen od prejSnega ¢lena

any1 = f(an), 1

n > 0, imenujemo takSen predpis enoclena rekurzija. Ko enkrat predpiSemo zacetni ¢len zapo-
redja ag, lahko nato s pomocjo rekurzivnega predpisa (1) izra¢unamo nadaljnje ¢lene.

PRIMER 1.1.2. V hranilniku ima$ en kovanec. Ponujena ti je naslednja igra: vsak dan ti podvojim
Stevilo kovancev, ce jih imas manj kot deset, v nasprotnem primeru pa mi mora$ ti dati pet kovancev.
Zapisi rekurziono formulo za Stevilo kovancev by, ki jih imas dne n, in proih 13 ¢lenov zaporedja.

RESITEV: V primeru, da ima$ dne n v hranilniku by, kovancev in je b, < 10, bos imel naslednji
dan by, 1 = 2by, kovancev. Ce pa je by, > 10, potem bo by, 1 = b, — 5. Zato lahko zapisemo

b ) 2by, ce je by, < 10,
T by -5, cejeby > 10,
za vse n € No. Proih 13 ¢lenov zaporedja je enakih:
1,2,4,8,16,11,6,12,7,14,9,18,13.

Eksplicitno formulo za splo$ni ¢len zaporedja (by)y, bi bilo tezko uganiti.

V splosnem lahko rekurzivno zvezo podamo kot k-¢leno rekurzijo

Apik = f(@n, Apg1, - Apyk—1)

in predpiSemo prvih k ¢lenov zaporedja ag, a1, ..., a;_1. Pri k-Cleni rekurziji je vsak ¢len za-
poredja odvisen od prejsnjih k ¢lenov. Primer dvoclene rekurzije je Fibonaccijevo zaporedje
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(Fu)n, Kjer vsak ¢len zaporedja dobimo kot vsoto prej$njih dveh. Torej je rekurzivna zveza
enaka

Foyo =Fip1+ Fy
zan > 0, kjer je Fy = 0in F; = 1. Prvih nekaj ¢lenov zaporedja je enakih 0,1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
21, 34,....

PRIMER 1.1.3. Stevilo 13 slovi kot nesrecno $tevilo. Vsako stevilo, v katerem nastopa 13, imenujmo
tudi nesrecno. Taksna so na primer 1309, 42135 ali pa 98013. Vsa ostala stevila imenujmo srecna
Stevila.

Zapisi rekurzivno zvezo za Stevilo srecnih Stevil s, ki imajo najve¢ n stevk.

RESITEV: Vsako stevilo s kvecjemu n Stevkami lahko zapiSemo kot n mestno Stevilo, ki ima na
vsakem mestu Stevke 0,1,...,9. Ce ima pri tem stevilu na zacetku niclo, se ta nicla ne steje v Stevilo
thest.

Za prvo stevko lahko izberemo poljubno Stevilo med 0 in 9, za kar imamo 10 moZnosti. Na preostalih
n — 1 mestih moramo napisati srecno Stevilo, za kar imamo s,,_1 moznosti. Taksnih Stevil je torej

10 - Spu—1-

Pri tem pa smo lahko Se vedno napisali nekaj nesrecnih Stevil, in sicer tiste, ki imajo prvo Stevko 1 in
drugo stevko 3, od tretjega mesta dalje pa so srecna. Taksnih Stevil je
Sn—2
in zato je vseh sre¢nih Stevil z najvec n Stevkami enako
sy = 10s,_1 — Sp_2.
Pri tem je s1 = 10, saj je vseh 10 cifer sre¢nih, sy = 99, saj je 13 edino nesrecno Stevilo, ki ga lahko

zapisemo s kvecjemu dvema Stevkama. Tako lahko preprosto izracunamo tudi s3 = 980, sy = 9701,
s5 = 96030,....

1.1.2. Lastnosti zaporedij. Definirajmo sedaj nekaj pojmov, ki nam bodo opisovali lastno-
sti zaporedjij.

Zaporedje (a,)y je navzgor omejeno, &e obstaja tako Stevilo M € R, da je a, < M za
vsak indeks . Vsak tak M imenujemo zgornja meja zaporedja (a,),. Ce zaporedje ni
navgor omejeno, je navzgor neomejeno.

Zaporedje (a,) je navzdol omejeno, e obstaja tako stevilo m € R, daje a, > m za
vsak indeks 7. Vsak tak m imenujemo spodnja meja zaporedja (a,),. Ce zaporedje ni
navzdol omejeno, je navzdol neomejeno.

Pravimo, da je zaporedje omejeno, ¢e je navzdol in navzgor omejeno.

Zaporedje a, = (—1)"2% iz primera je navzgor omejeno, saj je a, < 1 za vse n € INj,

in navzdol omejeno, saj je a, > —1 za vse n € INy. Torej je 1 zgornja meja zaporedja. Ni pa 1
edina zgornja meja, saj velja na primer tudi a, < 2 in a4, < 100. Zato sta tudi 2 in 100 zgornji
meji. Pravzaprav za poljubno zaporedje velja, da ¢e je M njegova zgornja meja, je tudi vsako
Stevilo ve¢je od M njegova zgornja meja.

Zaporedje je narascajoce, Ce je a,+1 > a, za vsak n, in je padajoce, Ce je a,4+1 < a, za
vsak 7.




1.1. ZAPOREDJA 7

Zaporedje a, = (—1)" 2%, iz primera ni niti narascajoce niti padajoce.

PRIMER 1.1.4. Ugotovi, ali je zaporedje

21
bl’l:n 7
n

kjer je n > 1, narascajoce, padajoce, navzgor omejeno ali navzdol omejeno.

RESITEV: Pruvih nekaj priblizkov &lenov zaporedja je enakih 0,
1.5, 2.67, 3.75, 4.8, 5.83, splosni clen zaporedja pa lahko zapiSemo ¢ 4
tudi kot b, = # =n-— % Kaze, da je zaporedje by, narascajoce in 5 |
navzgor neomejeno. Vendar obcutek ni dovolj, prepricati se moramo, |
da je to res. |
Ker je % < 1,sledi b, = n— % > n — 1. Kar pomeni, da je g
n-ti ¢len zaporedja vsaj n — 1 in zato so ¢leni poljubno veliki. Torej je °
zaporedje navzgor neomejeno. Ker je L < n, je by, > 0 za vsak n in |
zato je zaporedje navzdol omejeno. .
Ce Zelimo pokazati, da je zaporedje naraicajoce, moramo pokazati,
da je b, 41 > by. Ker velja

1 1 1 1
byy1 — by =n+ —— nt o +(n n+1>> >0,

je zaporedje res narascajoce.

PRIMER 1.1.5. Ugotovi, ali je zaporedje, podano z rekurzivno zvezo
Lol — Cl
n+l — 2

in zacetnim Clenom cy = 1, narascajoce, padajoce, navzgor omejeno ali navzdol omejeno.
RESITEV: Iz rekurzivne zveze ¢, 11 = %‘ in zacetnega clena za- 1@

poredja (¢, )y hitro razberemo prve clene zaporedja: 1, %, 2%, 2%,. .. Ker s
so vsi Cleni pozitivni, je zaporedje navzdol omejeno. Da bi pokazali, da

je zaporedje padajoce, moramo preveriti, da je ¢, 11 < cy. Ker je wul ®
c c
Cn+l_cn:§_cn:_?n<0/ 02 ° .
. . . . . L A e
sledi ¢, 11 < ¢y in zato je zaporedje res padajoce. Sledi, da je tudi 1 2 3 4 5 6

navzgor omejeno z zacetnim clenom co = 1.

Zaporedje (a,)n, kjer vsak naslednji ¢len dobimo tako, da predhodnega pomnoZimo s
fiksnim $tevilom g, imenujemo geometrijsko zaporedje s kvocientom 4. Rekurzivno ga podamo
kot

a}’l—i—l - qﬂn/
kjer je n > 0 in je zacetni ¢len ag = a, eksplicitno pa s predpisom
an =q"a

za vse n > 0. Kako se geometrijsko zaporedje obnasa pri zelo velikih indeksih 7, bomo razi-

skali v primerih in(1.1.10
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Poglejmo Se enkrat zaporedje v primeru Pri vedjih indeksih so ¢leni zaporedja vse
blize $tevilu 0. Rekli bomo, da je limita zaporedja (¢, ), enaka 0.

1.1.3. Limita zaporedja. Ce bodo od nekega ¢lena a, dalje vsi ¢leni zaporedja (), dovolj
blizu Stevila 4, bomo rekli, da je a limita zaporedja (a,,),. Ali bolj formalno, za vsak interval
(a —¢,a + ¢), kjer je ¢ majhno pozitivno $tevilo, obstaja tak indeks N, da se vsi ¢leni ay, an-1,
an+2,...od Stevila a razlikujejo za manj kot e.

Stevilo a je limita zaporedja (a, )y, & za vsak & > 0 obstaja tak indeks N € Ny, da za
vsak n > N velja |a — a,| < e.
Oznacimo:

a = lim a,.
n—oo

Pravimo, da je zaporedje konvergentno, ¢e ima limito, in da konvergira k limiti. Ce
nima limite, pravimo, da je divergentno.

Ce je pri tem zaporedje navzgor neomejeno, potem piSemo

lim a, = oo.
n—oo

Pravimo tudi, da zaporedje narasca preko vseh meja. To pomeni, da za vsako realno stevilo M
obstaja tak indeks N, daje a, > M zavsen > N.

V definiciji limite je Stevilo N odvisno od izbranega Stevila e. Z manjSanjem Stevila ¢ se
indeks N veca.

[ J [ J
an an
L] L]
o o
(] (]
a+te ®e L
[ J [ J
....... a—+¢€+ .......
A | = e
[ ] [ ]
e’ a—¢f eocc*?
a—e " ."
[ J [ J
(] (]
[ ] [ ]
It n It n
an an

Ce bi bila ¢ natan¢nost, s katero ratunamo, potem bi bili od N-tega ¢lena dalje vsi ¢leni
zaporedja enaki a. Na primer, ¢e ra¢unamo na 30 decimalnih mest natan¢no, upostevamo
samo prvih 30 decimalk vsakega ¢lena. Ce je N tak, da se od N-tega ¢lena dalje vsi ¢leni na
prvih 30 decimalnih mestih ujemajo, bodo pri nasi natan¢nosti od tu dalje vsi videti enaki.

PRIMER 1.1.6. PokaZi, da je zaporedje s splosnim clenom a, = % konvergentno. Od katerega
¢lena dalje so vsi Cleni zaporedja za manj kot 0.01 oddaljeni od limite?

RESITEV:  Pruih nekaj ¢lenov zaporedja je enakih 1, %, %, 11—6, 21—5, ... Da bi dokazali, da je limita
zaporedja enaka 0, moramo pokazati, da za vsak € > 0 obstaja tak N, da je |a, —0| < ezavsen > N,

1 1
2

oziroma ekvivalentno, da je | 7| < €. Ker je nl—z vedno pozitivno stevilo, je |-

= L. Torej moramo
n
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1

pokazati, da za vsak € > 0 obstaja tak N, da je n? > < za vse n > N, oziroma ekvivalentno, da je

1
n > ﬁ
Za poljuben ¢ izberimo N = T}E Potem za vsak n > N velja

1
2

=i§ ! =g,

e el S

iz Cesar sledi, da je 0 limita zaporedja a,, = nl—z

Sedaj, ko smo pokazali, da je 0 limita zaporedja, vemo, da so vsi ¢leni zaporedja od nekega dalje
poljubno blizu stevilu 0. Sprasujemo se, od katerega clena dalje so vsi ¢leni zaporedja za manj kot 0.01
oddaljeni od limite, torej, za katere n velja

1
— < 0.01.
n2

Ce mnozimo neenkost z n2, dobimo 0.01n2 > 1, oziroma n% > 100. Sledi n > 10, torej so vsi ¢leni od
vkljucno enajstega za manj kot 0.01 oddaljeni od limite.

Velja tudi splogneje: ne le, da je lim & = 0, temvet¢ velja, da je
n—oo 1

lim

1
am o =0

zavsek > 0.

1.1.4. Pravila za ratunanje z limitami. Pogosto Zelimo izra¢unati limito zaporedja, ki je
vsota, razlika, produkt ali kaksna druga funkcija znanih zaporedij.

Torej, na primer, da poznamo zaporedji (4, ), in (by)n, kjer zaporedje (a,,), konvergirak a,
zaporedje (by), pak b. Od nekega ¢lena dalje so vsi ¢leni zaporedja (a,), dovolj blizu Stevilu
a in vsi €leni zaporedja (b, ), dovolj blizu b. Sledi, da je potem za dovolj pozne ¢lene zaporedja
tudi a, + b, dovolj blizu a + b.

Formalno to zapiSemo tako, da za vsak ¢ > 0 obstajata taka indeksa N in M, da velja
lay —a| < §zavsen > Nin |b, —b| < § zavsen > M. Ce izberemo ve&ega od obeh
indeksov N in M, velja

- £ in |by — b| < <
|a, —a| < 5 In |bn :
za vse n > max{N, M}. Iz tega lahko sklepamo, da je

(@ +by) — (2 +B)| = |y —a+ by — b| < |ag — a| + |by — b] <§+§:e.

S tem smo pokazali, da velja

(o b} = i o+ Jigg, B (2]

Z nekoliko ve¢ truda bi se prepricali, da velja podobna formula tudi za produkt dveh
konvergentnih zaporedij. Ce so od nekega ¢lena dalje vsi ¢leni zaporedja (a,), dovolj blizu
stevilu a in vsi ¢leni zaporedja (by, ), dovolj blizu b, potem ni tezko verjeti, da je za dovolj pozne
¢lene zaporedja tudi a, - b, dovolj blizu a - b. Zatorej velja:
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lim a,-b, = lim a, - lim b,.
n—oo n—oo n—oo

Ker je deljenje le mnoZenje z obratnim Stevilom, lahko sklepamo tudi, da velja
li an nlgrolo n
wieo b,  Tim by’ 3]
n—oo

Cejele by, #Ozavsakninnliﬁm b, # 0.

V posebnem primeru za vsako realno $tevilo « velja tudi

lim («a,) = « lim a,
n—oo n—o00

in

lim (a,)* = (lim an>a/

n—00 n—o00

&e so vsi ¢leni zaporedja (ay,), pozitivni in je a # 0.

« .- (n—1)2
PRIMER 1.1.7. Izracunaj nlgl(}o T

RESITEV: V omenjeni limiti

) (n—1)? . on?—=2n+1
L=lim -————— = lim -—4———
n—eo2nd +n2 +1  noo02nd 4+ n2 41
tako stevec kot imenovalec narascata preko vseh mej, zato poskusimo z naslednjim trikom: Stevec in
imenovalec delimo z najvisjo potenco n®, ki nastopa v obeh polinomih. V nagem primeru je to n3, zato
delimo vsakega posebej z n® in dobimo

1 1 1
,_2i+i
L=lim = 2w
n—o0 2+ﬁ+,73

Ce upostevamo najprej pravilo in nato se in , dobimo

lim L —2lim & + lim 4
_ n—o n—oo n—oo 1
2+ lim 1+ lim %

n—00 n—oo N

kar je poenako
0—-2-0+0
- 240+0
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Velja tudi naslednje pravilo, ki pa ga ne bomo dokazovali. Ce je a, > 0 za vsak (dovolj
velik) n, potem velja

lim by,
n—oo

lim 2 = lim ay
n—oo n—so0 ’

Ce le obstajata limiti lgn ay in hm by.
n

Naslednji izrek i 1menu]emo tudl Izrek o sendvic¢u, saj pove naslednje: ¢e imamo zaporedji
(@n)n in (cn)n, ki konvergirata k isti limiti, potem vsako zaporedje, ki je ujeto med njiju, tudi
konvergira k isti limiti.

Ce za vsako naravno Stevilo n veljaa, < b, < ¢, inje lim ay, = lim ¢, = a,
n—oo n—oo

je tudi . B

lim b, = a.
n—oo

an

V to se prepricamo s preprosto oceno. Ker je nlglc}o ay = nlgr.}o ¢y = a,za vsak € > 0 obstajata
taka N in M, daje |a, —a| < e zavsen > N ter |c, —a| < e za vse n > M. Torej je
a—e<ayz<a+t+e ter a—e<cy<a+te
za vse n > max{N, M}. Kerje a, < b, < ¢y, sledi
a—e<ap, <b,<cy,<a-+e,

oziroma
|bp —al <e
za vse n > max{N, M}. Torej je tudi 1511 by, = a.
n—oo

PRIMER 1.1.8. Izratunaj lim <.
n—oo 1

RESITEV: Ker je cosn € [—1,1] za vse n € Ny, je —nl—Z R % @ in| | |sedaj
velja nh_r};o % = lim (—%) = 0 in zato po Izreku o sendvicu tudi

n—o0

cosn
lim — = 0.
n—oco n
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1.1.5. Lastnosti konvergentnih zaporedij. Ce je zaporedje (a, ), konvergentno z limito a,
potem so od nekje dalje vsi ¢leni zaporedja dovolj blizu limite 4. To pomeni, da so ¢leni ag, a1,
..., aN—1 poljubni, medtem ko je preostalih neskon¢no ¢lenov ay, an+1,.. . ujetih v dovolj ozek
interval okoli limite a. Zatorej je zaporedje (a,), navzgor omejeno, z zgornjo mejo pasu okoli
limite a, v katerem se nahajo vsi ¢leni od ay-tega dalje, ali pa z najvecjim izmed ¢lenov ag, a1,
..., aN—1. Prav tako sklepamo, da je zaporedje (a,), navzdol omejeno.

Kaj pa obratno? Ali je vsako omejeno zaporedje konvergentno? Ne. Na primer, zaporedje
1, —1, 1, —1,...je omejeno med —1 in 1, pa vendar ni konvergentno. Izkaze pa se, da velja
naslednja trditev:

Narasc¢ajoce zaporedje je konvergentno natanko tedaj, kadar je navzgor
omejeno.

Lahko je verjeti, da velja. Namre¢, e je zaporedje naras¢ajoce, je vsak njegov naslednji

¢len vegji od prejinjega. Ce dodatno predpostavimo, da je tudi navzgor omejeno, vemo, da
¢leni zaporedja ne smejo preseci zgornje meje, zato se pribliZujejo (ali doseZejo) najmanjSo
izmed svojih zgornjih mej, ki je tudi limita zaporedja.

Podobno velja tudi naslednja trditev.

Padajoce zaporedje je konvergentno natanko tedaj, kadar je navzdol omejeno.

PRIMER 1.1.9. Naj bo q € (—1,1] poljubno stevilo. PokaZzi, da je geometrijsko zaporedje a,, = q"
konvergentno in dolo¢i njegovo limito.

RESITEV: Locimo stiri primere

(1) Najbo q = 1. Potem je zaporedje a, = 1" = 1 konstantno in zato konvergentno z limito 1.

(2) Najbo g = 0. V tem primeru je zaporedje dobro definirano le za n > 1. Vsi ¢leni zaporedja
so enaki a, = 0" = 0zan > 1. Zato je zaporedje konvergentno z limito 0.

(3) Cejeq € (0,1), je tudi q" € (0,1) za vsa naravna stevila n > 1. Zato je zaporedje omejeno.
Zaporedje a, = q" lahko zapisemo tudi z rekurzivno formulo a, 11 = qay, zavsen > 1. Iz
tega sledi

Apr1 = qay < ap,

saj je q < 1. Torej smo pokazali, da je zaporedje padajoCe.

Ker je vsako padajoce omejeno zaporedje konvergentno, je tudi zaporedje (ay ), konvergentno.
Oznacimo njegovo limito z a. Ker je

lim a, = lim a =a
n—oo n n—oo l’lJrl ’

sledi
a= lima = lim ga,, = g lim a, = ga.
n—,oo n+tl l’l*}OOq n qi’l*)oo n q
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Iz dobljene zveze a = qa sledi a(1 — q) = 0. Ker q # 1, delimo enakost z 1 — q, iz Cesar sledi
a = 0. S tem smo pokazali, da je

lim 4" =0

n—oo
zavseq € (0,1).
@) Cejeq € (—1,0), potem je
—lal* < 4" < q".
Ker je |q| € (0,1), je zaporedje |q|" konvergentno z limito 0, kot smo pokazali v tocki (3). Po
drugi strani je —|q|™ po tudi konvergentno z limito 0. Zato je po Izreku o sendvicu
tudi zaporedje s splosnim ¢lenom q", kjer je g € (—1,0), konvergentno z limito 0.

PRIMER 1.1.10. Naj bo g > 1ali g < —1. Pokazi, da zaporedje a,, = q"* ni konvergentno.

RESITEV: Cejeq > 1laliq < —1, sledi, da je |q|" > 1 za vsa

naravna $tevila n. an °
Denimo, da bi bilo zaporedje a, = q" konvergentno z limito a. 101 q=15
Kot smo videli Ze v prejsnjem primeru, iz °
1 T _ . _ 5 1 )
= Jim, ans1 = i 4o = g Jim a0 = g2 r
sledia = 0, saj q # 1. Ker pa so vsi ¢leni zaporedja |q|" > 1, ni e ¢ n
mogoce, da bi bila limita zaporedja enaka 0. -11 92323 45 6
Zatorej zaporedje a, = q" ni konvergentno, ce je q > laliqg <
-1
PRIMER 1.1.11. Izracunaj lim ( 260 ’
R ) M\ e

v . . . g . 2ﬂ+6)l . .
RESITEV: Najprej bomo ugotovili, kam konvergira osnova == . Kot v primeru delimo

Stevec in imenovalec s potenco, ki najhitreje narasca, torej s 6". Nato po pravilih in dobimo,
da je
2"+ 6" _ w4+l 1

eI e 41 a6y 1 6

n
Pri tem smo upoStevali, da je lim 2%, = lim (%) = 0, kot smo to pokazali v primeru(1.1.9} Podobno
n—o00 n—oo

je tudi lim 4 = lim & = 0.
n—o0 n—oo

Sedaj iz sledi, da je

tim (528 ) = (2 Y (1Y 2L
nooo \ 3" 46"t 1) \nsw3t4emtl+1)  \6) 216
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Dokaz konvergence naslednjega zaporedja je bolj tehnic¢en kot prej$nji dokazi. A z njim
bomo pokazali konvergencno zelo pomembnega zaporedja.

1 n
PRIMER 1.1.12. PokaZi, da je zaporedje b, = <1 + n) konvergentno.
RESITEV: Spomnimo se formule za n-to potenco dvoclenika in zapisimo splosni ¢len zaporedja kot

o) -0 -

n
1 n-(n-1)-...-(n—k+2)-n—k+1) _
k! nen-...-n-n -

= ||M=

1 n n-1 n—k+2 n—k+1
_1+Z? - c . .

" " "

()

Pokazali bomo, da so vsi ¢leni zaporedja manjsi od 3. Najprej opazimo, da je vsak od k faktorjev
”’Tk“ manjSialienak 1zai =1,2,...,k. Ker za vsak k > 1 velja
Kl=1-2---k>1.2...2 =2k1

lahko ¢lene v vsoti (2) na desni omejimo z

"
bu<1+ ),
=1

n _(\"
Spomnimo se, da je vsota prvih n Elenov geometrijskega zaporedja enaka kgl zk%] =1 1(_2%) in zato
velja
1 n
n 1 1- (j) 1 n—1

zan > 1. Sedaj pokaZimo Se, da je zaporedje narascajocCe. V ta namen vsakega od k faktorjev v vsoti
ocenimo navzgor

n—k+i k—1i k—1i
_— =1 <1- .
n n n+1
S tem dobimo neenakost
71 -1 —k+2 —k+1
bn == 1+Z*'En 7’1 + 'n + =
o kbnon n n

C (D) (1) (-52) (- )

1 0 1 k—2 k—1
< —(1- (1= (1= (1-—= | <
- 1+1<:Z1k! (1 n+1> (1 n+1> <1 n+1> (1 n+1>_
ntl g 0 1 k—2 k—1
< il — . — — . — =
- 1+k:1k! <1 n+l> (1 n—i—l) (1 n—i—l) (1 n+1>
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Sledi, da je (by), narascajoce navzgor omejeno zaporedje in zato iz sledi, da je zaporedje (by)y,
konvergentno.

n
Limita zaporedja s splosnim ¢lenom (1 + %) je ena najpomembnejsih matemati¢nih kon-
stant, ki jo ozna¢ujemo s simbolom e in imenujemo Eulerjevo Stevilo.

1 n
e = lim (1 F —)
n—co n

Stevilo e je iracionalno $tevilo, torej ga ne moremo zapisati v obliki kon¢nega ali periodi¢-
nega decimalnega zapisa. Njegova pribliZzna vrednost je enaka 2.718281828459. To stevilo je
osnova naravnega logaritma in ga uporabljamo v raznih vejah matematike in v drugih znano-
stih.

1.2. Vrste

V tem razdelku bomo povedali nekaj malega o tem, kako sestevamo ¢lene neskonénih
zaporedij. To je v¢asih nemogoce, saj na primer ne moremo sesteti nesko¢no Stevil oblike

O+1+24+3+44+...4+n+...

S sestevanjem clenov se vrednost te vsote namre¢ veca preko vseh mej. Po drugi strani pa
lahko povemo, kaj bi bila vrednost, ¢e seStejemo neskoncno stevil oblike
1+1+1+1+i+ +i+
statgTt Tt

Nari$imo interval dolZine 2 in na njem oznacimo Stevila 1, %, }1, %, 11—6, o

-

i
T

1 1 2
2

H
fopl

ool -
FNTE

0

|~

Tako dobimo za krajis¢a podintervalov tocke Zin, kjerjen = 0,1,2,..., dolzine intervalov od

desne proti levi paso 1, %, %, %, %6/ .... Ker je skupna dolzina intervalov enaka 2, velja enakost
SRR S S R
statgtttmt-=2

To bomo krajse zapisali kot

Pri tem simbol ) pomeni, da seStevamo ¢lene zaporedja, ki ga opisujemo s splo$nim ¢lenom
2%. Oznaka pod vsoto pove, da indeks 7 tee od vklju¢no n = 0 dalje. Torej je prvi ¢len v vsoti
2% = 1. Nad vsoto je napisan indeks zadnjega ¢len zaporedja. Ker je v naSem primeru tam
simbol oo, pomeni, da seStejemo neskonéno ¢lenov 21—0 + 2% + 21—2 + 21—3 +...
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1.2.1. Definicija in konvergenca vrst. Vrsto s ¢leni v zaporedju (4, ), definiramo takole:

Vrsta je izraz oblike

ap+a +at+az+---+ap+--- = Za”'

Pri tem bomo pogosto potrebovali vsoto njenih konéno mnogo ¢lenov.

m
Kon¢no vsoto Sy, = ap+ a1 +ax + - - - +a, = ). a, imenujemo m-ta delna vsota vrste
n=0
(o]
Y ap.
n=0

Zaporedje (S )m je zatorej sestavljeno iz delnih vsot f a, vrste § a,. Rekurzivno lahko
zaporedje delnih vsot zapisemo tudi kot =0 n=0
So = ay,
Smt1 = Sm+amr,

kjer je m poljubno naravno stevilo.

[ee] [ee]
PRIMER 1.2.1. Izracunaj m-to delno vsoto vrst Y, nter Y, 217

n=0 n=0
RESITEV: m-ta delna vsota vrste 'y, n je enaka
n=0

m(m—+1)

Sm:0—|—1+2—|—~~—|—m:f,
m-ta delna vsota vrste ) 2% pa
n=0
;1 1 1 1
o= ottt =
Logir _, 1
! S om

Cas je, da lo¢imo vrste, ki jih lahko sestejemo, od vrst, ki jih ne moremo sesteti.

(e}
Vrsta Y. a, je konvergentna, &e je konvergentno zaporedje delnih vsot (S,)m. Vsota
n=0
konvergentne vrste je limita
S = lim S;.

m—o0
Vrsta, ki ni konvergentna, je divergentna.
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PRIMER 1.2.2. PokaZi, da vrsta Z n ni konvergenta. PokaZi, da je vrsta Z o konvergentna in
n=0 n=0
doloci njeno vsoto.

e} e}
RESITEV: V primeru|1.2.1{smo izracunali m-ti delni vsoti S, in S), vrst Y nin 'y 2l" Zaporedje
n=0 n=0

m(m+1)
2

(Sm)m s splosnim ¢lenom Sy, = narasca preko vseh mej, zato ni konvergentno. Sledi, da tudi

[e9)
vrsta ) n ni konvergentna. Ker velja
n=0

lim S), = lim <2—1) =2,

m—oo m— 00 2m

[e9)
je zaporedje delnih vsot (S;,,)m konvergentno. Iz esar po definiciji sledi, da je tudi vrsta 'y % konver-
n=0
gentna, njena vsota pa je enaka

L o = pim, S =2,

kot smo Ze sklepali iz skice na strani

[e9) (o]
Da vrsta ) n ni konvergentna, bi lahko razmislili tudi drugace. Cleni vrste ) n namrec
n=0 n=0
narascajo preko vseh mej, zato vsak naslednji ¢len prispeva cedalje ve¢ h konéni vsoti. Torej
oo

vrsta ) #n ne more imeti kon¢ne vsote.
n=0

Velja ge vet. Ce ¢leni vrste ne konvergirajo k 0, ampak so vsi ve&ji od M > 0, potem
vsak naslednji ¢len prispeva vsaj M k vsoti vrste. Torej tudi v tem primeru vrsta divergira.
Zapomnimo si to zelo pomembno lastnost vrst:

()
Cejevrsta ) a, konvergentna, je lim a, = 0.
n—0 n—oo

Pogoj, da ¢leni vrste konvergirajo k 0, pa ni zadosten, da bi tudi vrsta konvergirala. Oglejmo
si harmonicno vrsto
21
2 =
=
Njeni ¢leni tvorijo padajoce zaporedje z limito li_r>n % = 0. Pokazimo, da vrsta kljub temu ni
n—oo

konvergentna. Neskon¢no vrsto razbijmo na skupine po 1, 2, 4, §, 16,... ¢lenov:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1+\Z+‘§+Z\+\§+E+7+g+§+ﬁ+.“+ﬁ+ﬁ+ﬁ+'.'+37+§+".

_ 1 1 1
=1+ 20+1 ‘+‘ IS 21+2‘+‘22+1 et 22+4‘+‘23+1 Tt 23+8 ‘+‘24+1 Tt 24+16 ‘+‘2 aT
Vsaka od podértanih skupin je vsota oblike
1 1 1
+o—+...F

2741 242 2n 42



1.2. VRSTE 18

v kateri je 2" sumandov, od katerih je najmanjsi zadnji mon +2n = 2,,% Zato je

S S S S
2m41  2m42 T Qn4on ntl - 2°

S tem smo pokazali, da v neskonéni vsoti

_1 1
‘+‘ 2141 + 21+2‘+‘22+1 +...+ 22+4‘+‘23+1 ot 23+8 | ‘24+1 24+16 | ‘25+1

>

=1+ 20+1

N[—

>

N[—=
Nl—=

> >

N|—

S

[e0)
nastopa neskonc¢no skupin ¢lenov, vsota vsake od njih pa je vsaj % Zato je tudi vsota )

neskoncna.

1.2.2. Geometrijska vrsta. Vrsti, katere ¢leni so ¢leni geometrijskega zaporedja, pravimo
geometrijska vrsta.

Geometrijska vrsta s kvocientom q je vrsta
Zq”:1+q+q2+...+q"+...
n=0

Najprej za poljubno naravno $tevilo m izra¢unajmo njeno m-to delno vsoto. Ta je enaka
1— m+1
Sm=14q+q+ - +q" = %,

Cejeqg # 1. V primeru, kojeg = 1, paje S;y = m + 1. Spomnimo se (primera in|1.1.10),

da velja

"

1 )0, Cejelql <1,
1, cejeq=1.

V primeru, kojeq > lalipag < —1, pa zaporedje (4, )m ne konvergira. Zatorej je konvergenca
geometrijske vrste odvisna od kvocienta g:
(1) Ceje |g| < 1, potem je

_ m+1
lim Sy = lim ~—1 — _1
m—co m—oo 1 — q 1— q

[e¢]
in zato vrsta ) 4" konvergira, njena vsota pa je enaka ﬁ

n=0
(2) Cejeq = 1, potem je Z q" = hm Sm = h_r}n (m+1) = oo, iz Cesar sledi, da vrsta
m—o0
Y. 4" ne konvergira.
n=0
(3) ¢eje |q > lalig = —1, vrsta ) ¢q" prav tako ne konvergira, saj ne konvergira

n=0
zaporedje delnih vsot.

.ot Lo+
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S tem smo pokazali, da velja naslednje:

Geometrijska vrsta ). 4" je konvergentna natanko tedaj, koje |g| < 1. V tem primeru

je njena vsota enaka -
Y=
n=0 - q

PRIMER 1.2.3. Zogico spustimo z viine dveh metrov. Vsakic, ko se odbije od tal, se vrne na tretjino
prejsnje doseZene visine. Koliksno pot (dviganja in padanja) opravi Zogica v celotnem casu odbijanja?

RESITEV: V prvem spustu bo Zogica naredila pot dolZine 2 metrov. Nato se bo dvignila na visino
2. % in se spustila za isto razdaljo. Naslednjic se bo dvignila na tretjino prejsnje visine, torej na 2 - % . %
in tako dalje. Zato bo skupaj opravila pot dolZine
1 11 11

1
242.2.242.2.2.242.2. 2.2 -
+ + 3 3+ 33 3

1424t et ) =
37333

+...=

= 2+42.2.

1
1—

= 2+2.2. =4

W= W= W

Q=
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Funkcije

Ko se ozremo okoli sebe, vidimo vse polno odvisnih spremenljivk. Studentove ocene so
odvisne od $tevila ur u¢enja, obraba gum na avtu je odvisna od $tevila prevoZenih kilometrov,
¢loveska viSina odvisna od vi$ine njegovih starSev, in tako dalje... Torej pravimo, da so $tu-
dentove ocene funkcija ucenja, obraba gum funkcija prevozenih kilometrov, ¢lovekova visina
pa funkcija viSine njegovih starSev.

V matematiki nas seveda bolj zanimajo funkcije $tevil, v tem poglavju bomo spoznali po-
sebno druzino funkcij in sicer funkcije realne spremenljivke.

2.1. Osnovni pojmi in lastnosti funkcij

Pod besedo funkcija razumemo predpis f, ki izbranemu realnemu Stevilu x priredi stevilo
f(x). S tem smo povedali kar nekaj informacij. Najprej si moramo izbrati mnoZico Dy, iz katere
bomo izbirali Stevila x. Nato pa vsakemu $tevilu x iz Dy priredimo natanko eno vrednost
f(x). Simbol f(x) beremo "f od x” ali dalj$e "vrednost funkcije f pri elementu x”. Zapomnimo si
naslednjo formalno definicijo:

Funkcija je predpis, ki vsakemu elementu x iz definicijskega obmocja Dy C R priredi
natanko dolo¢eno realno $tevilo f(x). Pisemo tudi:

f:Df — R
x = f(x)

Funkcijo si torej lahko predstavljamo kot magi¢no $katlo, v katero vstavljamo razne vrednosti.
Ce vanjo vstavimo $tevilo x, nam bo katla vrnila natanko eno njej prirejeno stevilo f(x).

Spremenljivko x imenujemo neodvisna spremenljivka, y = f(x) pa odvisna spremen-
ljtvka. Zaloga vrednosti funkcije f je mnozica

Zy = f(Dy) = {f(x); x € Dy}

PRIMER 2.1.1. Ali je predpis f(x) =y, kjer jey = x?, funkcija? Kaj pa, e je y*> = x?

RESITEV: Proi predpis y = x? je funkcija, saj vsakemu realnemu $tevilu x pripada le en kvadrat
x2. Tako je na primer f(0) =0, f(1) =1, f(2) = 4, f(—2) = 4. V definicijskem obmocju funkcije f
so lahko vsa realna Stevila.

20
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Drugi predpis ni funkcija, saj predpis ni enolicen. Namre¢, $tevilo y, za katerega velja y* = x, ni
nujno eno samo. Za pozitiono stevilo x sta taksni realni Stevili y dve, in sicer \/x in —/x.

Dogovorimo se Se, da ¢e v predpisu funkcije f definicijsko obmoc¢je ni podano, izberemo
najvedjo mnoZico, na kateri lahko izratunamo vrednost funkcije f.

PRIMER 2.1.2. Dolo¢i definicijsko obmocje funkcije f(x) = v/x — 1.

RESITEV: Definicijsko obmocje je najvecja mnoZica stevil x, za katera lahko izracunamo vrednost
V' x — 1. To so vsa Stevila x, za katera je x — 1 > 0, torej velja x > 1. Sledi Df = [1,00).

Funkcije nazorno podamo s pomocjo grafa.

Graf funkcije f: Dy — R, Dy C R, je krivulja v ravnini:
{(x,f(x)); x € Df} CRXR.

Ker so vrednosti funkcije f enoli¢no podane, graf funkcije seka poljubno navpi¢no premico
najvec v eni tocki. Pri tem je projekcija grafa na os x definicijsko obmogje Dy, projekcija grafa
na os y pa zaloga vrednosti Zy.

Ko imamo narisan graf funkcije f, ga je preprosto premikati po koordinatnem sistemu.
Ce vsaki vrednosti f(x) pristejemo Stevilo & > 0, se graf funkcije pomakne za & navzgor. In
podobno, ¢e odstejemo a, se pomakne za a navzdol.

Ce bi Zeleli premakniti graf y = f(x) v levo za étevilo « > 0, bi moral najprej neodvisni
spremenljivki priSteti a in nato na vsoti x + « uporabiti funkcijo f. Namre¢, funkcija f ima
taksno vrednost v tocki a kot ima funkcija g(x) = f(x + ) v totki a — a.

funkcija (« > 0) |  graf

premik grafa y = f(x) za a navzgor
flx) —a premik grafa y = f(x) za a navzdol

premik grafa y = f(x) zaa v levo
flx—a) premik grafa y = f(x) za a v desno

Na primer, grafiy = x> +3,y = x> -3,y = (x +3)?iny = (x — 3)2

navzgor, navzdol, levo in desno grafa funkcije y = xZ.

so zgolj premiki za 3

y

X

t ~-
-3 3

\/
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Iz dane funkcije f lahko dobimo novo funkcijo tako, da vse vrednosti pomnoZimo z nekim
Stevilom, razli¢nim od 1. Najbolj preprost netrivialen primer, ki je geometrijsko zelo uporaben,
je mnoZenje funkcije f s $tevilom —1, pri katerem se vse njene vrednosti mnozijo z —1. Tako je
graf y = — f(x) ravno zrcalna slika grafa y = f(x) preko abscisne osi. Ce pa najprej mnozimo
spremenljivko x s Stevilom —1 in nato na —x uporabimo funkcijo f, graf y = f(—x) dobimo
iz grafa y = f(x) z zrcaljenjem preko ordinatne osi.

funkcija | graf
zrcaljenje grafa y = f(x) ¢ez os x
f(—x) zrcaljenje grafa y = f(x) ¢ezosy

MnoZenje funkcije z —1 je le poseben primer mnozZenja funkcije s Stevilom.

Za poljubno funkcijo f: Dy — R in poljuben a € R definiramo funkcijoaf: Dy — R

kot
(af)(x) = a- f(x).

To pomeni, da je vrednost funkcije a f v to¢ki x natanko a-kratnik vrednosti funkcije f v to¢ki
x.

PRIMER 2.1.3. Narisimo grafe funkcij y = sinx, y = 2sinx, y = 3sinx, y = sin(2x) in
y =sin 3.

RESITEV:  Najprej z modro narisimo graf funkcije sinx, ki ga Ze poznamo. Vrednosti funkcije
2sinx dobimo tako, da vrednosti sinx mnoZimo z 2. Zato je graf funkcije y = 2sinx za faktor 2
raztegnjen graf funkcije y = sinx. Podobno sklepamo, da je graf funkcije y = % sinx za faktor %
skréen graf funkcije y = sin x.
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Po drugi stani pa vrednosti funkcije sin(2x) dobimo tako, da najprej neodvisno spremenljivko x
mnozimo z 2 in nato na 2x uporabimo funkcijo sinus. To pomeni, da ima funkcija sin(2x) isto vrednost
v tocki 5 kot ima funkcija sin x vrednost v tocki a. Zato dobimo graf y = sin(2x) iz grafa y = sinx s
skrcitvijo za faktor 2 vzdolZ abscisne osi. Podobno razmislimo, da dobimo graf funkcije y = sin(3) iz
grafa funkcije y = sin x z raztegom za faktor 2 vzdolZ abscisne osi.

¥ — sinx
— sin(2x)
sin(3)

Na primeru smo videli, da ko najprej mnozimo spremenljivko s faktorjem « in nato na ax
uporabimo funkcijo f, se graf y = f(x) raztegne (¢e 0 < a < 1) ali skréi (¢e « > 1) za faktor «
vzdolz abscisne osi. Ce je a negativen, se graf poleg raztega $e prezrcali preko abscisne osi.

funkcija (c,d > 1) | graf
razteg grafa y = f(x) za faktor ¢ vzdolz osi y
f(x) skreitev grafa y = f(x) za faktor d vzdolZ osi y
(cx) skritev grafa y = f(x) za faktor ¢ vzdolZ osi x
razteg grafa y = f(x) za faktor d vzdolz osi x

Iz danih funkcij pa lahko zgradimo $e ve¢ novih funkcij. Najbosta f: Dy — Ring: Dy —
R poljubni funkciji. Potem lahko definiramo vsoto dveh funkcij

(f +8)(x) = f(x) +g(x),
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razliko funkcij

produkt funkcij

(f8)(x) = (f-8)(x) = f(x) - g(x),

in kvocient funkcij

(x) = % Kjer je g(x) # 0

0Q I+

zavsex € D N Dg. Vsako od tako definiranih funkcij dobimo tako, da v vsaki tocki x €
D¢ N Dy izratunamo vsoto, razliko, produkt ali kvocient funkcijskih vrednosti f(x) in g(x).
Zato taksne operacije imenujemo tudi operacije po tockah.

Naslednji na¢in, kako iz dveh funkcij pridobimo novo funkcijo, je njuno komponiranje. Ce
si funkciji f in g predstavljamo kot dve magi¢ni skatli, potem kompozitum funkcij neodvisno
spremenljivko x vstavi v magi¢no $katlo g, nato pa izhodno vrednost g(x) vstavi v magi¢no
katlo f. Izhodna vrednost iz magi¢ne Skatle f je tako f(g(x)) in je vrednost kompozituma
funkcij v tocki x.

Naj bosta f: Dy — Rin g: Dy — R funkciji, za kateri velja Z; C Dy. Funkcijo
fog: D¢ — R, definirano s predpisom

(fog)(x) = f(g(x)),

in imenujemo kompozitum funkcij f in g.

Za funkciji f in g lahko spremenimo vrstni red komponiranja in tako dobimo kompozitum
g o f. Pri tem opazimo, da v splosnem kompozituma f o g in g o f nista enaka.

PRIMER 2.1.4. V roki drZis dva kupona za popuste v trgovini s Cevlji. Rdeci kupon je kupon za
10 evrov, ki ga lahko unovcis pri nakupu, zeleni pa kupon za 10 % popusta na vrednost Cevljev. Za
katere vrednosti cevljev bos najprej unovcil rdeci kupon in nato zelenega, za katere vrednosti pa najprej
zelenega in nato rdecega?

RESITEV: Rdeci kupon nam vrednost x zniZa na x — 10, torej mu ustreza funkcija f(x) = x — 10.
Zeleni kupon nam vrednost zniZa za 10 %, torej izhodiscni ceni x zniza ceno na 0.9 - x. Zato ustreza
funkeiji g(x) = 0.9x.

Ce bomo najprej unovcili rdeci in nato zeleni kupon, bomo za éevlje vrednosti x placali

(go f)(x) =g(f(x)) =g(x—10) =09 (x—10) =0.9-x —9

evrov, v nasprotnem primeru pa

(fog)(x) = f(g(x)) = f(0.9-x) =0.9-x—10
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evrov. Zanima nas torej, za katere x je (f o g)(x) > (go f)(x) in za katere (f o g)(x) < (go f)(x).
Kerje0.9-x —10 < 0.9 - x — 9 za vse x, bomo vedno najprej unovcili zeleni kupon in Sele nato rdeCega.

PRIMER 2.1.5. Za funkciji f(x) = /x in g(x) = x* doloci fogingo f.

RESITEV: Najprej opazimo, da velja Dy = [0,00) in Dg = R. Ker je Z¢ = [0,00) C Dy, je

(fog)(x) =flg(x) = f(x*) = Vat =&

zavse x € Dy = R. Po drugi strani je Z¢ = [0,00) C Dy in zato

(g0 f)(x) = $(f(x)) = g(V) = (Va)' = 22

za vse x € Dy = [0,00). Torej kljub temu, da se predpisa za f o g in g o f ujemata, funkciji f o g in
g o f zaradi razli¢nih definicijskih obmocij nista enaki.

PRIMER 2.1.6. Narisi graf funkcije

f0) =\ 2

RESITEV: Graf lahko narigemo s pomocjo kompozituma funkcij. Ce definiramo racionalno funkcijo
g(x) = 5 in korensko funkcijo h(x) = \/x, potem je f = hog. Zato nariSemo graf funkcije
y = (hog)(x) tako, da najprej narisemo graf funkcije y = g(x), nato pa vrednosti g(x) korenimo
kar na grafu. Pri tem upostevamo, da je D, = [0,00), zatorej je tocka x v definicijskem obmocju
kompozituma f = ho g le, ¢e je g(x) > 0. Graf funkcije g je narisan z modro ¢rtkano ¢rto. Funkcija
g zavzame pozitivne vrednosti na mnoZici (—1,0] U (1, c0), kjer narisemo njene korene z modro polno
crto.
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2.1.1. Lastnosti funkcij. Oglejmo si nekaj posebnih lastnosti, ki jih lahko imajo funkcije.

Funkcija f je
e narasfajoca na intervalu I, ¢e je f(x1) < f(x2) za vsaka x1,xp € I, Kjer je
X1 < Xp.
e padajoca na intervalu I, &e je f(x1) > f(x2) za vsaka x1,x2 € I, Kjer je x1 <
X7.
Y y
x \ X
narascajoca funkcija padajoca funkcija

PRIMER 2.1.7. Na katerem intervalu je funkcija f (x) = x? naras¢ajoca? Na katerem pa padajoca?

RESITEV: Za nenegationi $tevili 0 < x1 < xp velja x3 < x3, zato je f narasajoca na intervalu
[0,00). Hkrati pa je funkcija f(x) = x? padajoca na intervalu (—oo,0], saj ce za nepozitioni &tevili
velja x1 < xp, sledi x3 > x3.

Funkcija f je omejena na intervalu [a, b], ¢e obstajata taksni Stevili m, M € R, da velja
m< f(x) <M

za vse x € [a,b]. Pri tem $tevilo M imenujemo zgornja meja funkcije f, tevilo m pa

spodnja meja.

Ce je f(x) < M, pravimo, da je funkcija f navzgor omejena, &e pa m < f(x), pa

pravimo, da je f navzdol omejena.

PRIMER 2.1.8. Ali je katera od funkcij f(x) = cos2x, g(x) = e* omejena?

RESITEV: Ker je Z = [—1,1], je cos(2x) omejena funkcija. Po drugi strani je Z¢ = (0, 00), zato
g ni omejena funkcija, je pa navzdol omejena.

Naslednji dve lastnosti nam bosta pokazali morebitno simetrijo grafa funkcije.

Graf funkcije je simetri¢en glede na ordinatno os, ¢e sta vrednosti f(x) in f(—x) enaki za
vse x € Dy. To pomeni, da dobimo celoten graf funkcije y = f(x) tako, da prezrcalimo &ez
ordinatno os tisti del grafa y = f(x), kjer x > 0. Tak$nim funkcijam bomo rekli sode funkcije.
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Ce zelimo narisati graf funkcije, ki je simetri¢en glede na koordinatno izhodis¢e, najprej
narisemo graf y = f(x), kjer x > 0, in ga nato zavrtimo okoli koordinatnega izhodis¢a za kot
7. Tak$ne funkcije bomo imenovali like funkcije in zanje velja f(—x) = —f(x).

Funkcija f je
e soda, Ceje f(—x) = f(x) zavsak x € Dy,
e liha, Ceje f(—x) = —f(x) za vsak x € Dy.

soda funkcija liha funkcija

PRIMER 2.1.9. Ali je katera od funkcij

in g(x) = x soda ali liha?

RESITEV: Ker velja
f=x) = | = = |x[ = f(x),
je funkcija f soda. Za funkcijo g velja g(—x) = —x = —g(x) in je zato liha.

Veéina funkcij pa ni niti soda niti liha, kot na primer funkcija h(x) = e*.

Injektivnost je pomembna lastnost funkcije, ki nam pove, ali funkcija priredi razli¢nim Ste-
vilom razli¢ne vrednosti.

Funkcija f: Dy — R je injektiona, e razli¢ni Stevili x; # x; iz definicijskega obmocja
preslika v razli¢ni vrednosti f(x1) # f(x2) € Z5.

To pomeni, da nobeni to¢ki iz definicijskega obmodja nimata istih funkcijskih vrednosti. Z dru-
gimi besedami, poljubna vodoravna premica seka graf injektivne funkcije v najve¢ eni tocki.
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injektivna ni injektivna

Funkcijo f smo si predstavljali kot magi¢no $katlo, ki nam za vstavljene vrednosti x vrne
njihove vrednosti f(x). Za marsikak$no funkcijo pa nas bo pogosto zanimalo, iz katerega
Stevila x je nastala vrednost f(x).

PRIMER 2.1.10. Spomnimo se primera in trgovine s cevlji z rdec¢im in zelenim kuponom za
popust. Na primer, da je tvoj prijatelj placal 53 evrov za Cevlje, pri Cemer je najprej izkoristil zeleni in
nato rdeci kupon. Zanima te, koliko je vrednost teh cevljev v trgovini brez dodatnih popustov.

RESITEV: Denimo, da je vrednost omenjenih Cevljev enaka x. Potem je prijatelj za njih placal
h(x) =09-x—10
evrov. Zatorej moramo resiti enacbo
0.9-x—10=53.
Ce iz enacbe izrazimo x, dobimo resitev x = 70.

V primeru smo znali za $tevilo 53 dolo¢iti vrednost x, pri kateri je h(x) = 53. Ce
bomo za vsak y € Zj, znali dolo¢iti tak x, da bo h(x) = y, bomo funkcijo, ki preslika vrednosti
h(x) v x, imenovali inverzna funkcija funkcije h. Jasno je, da inverzna funkcija lahko obstaja le,
¢e je funkcija & injektivna, saj v nasprotnem inverzna funkcija ne bi bila enoli¢na.

Naj bo f: Dy — R injektivna funkcija. Funkcijo f -1 Zy — Dy, za katero za vsak
x € Dy velja
) =x <= f(x) =y,

imenujemo inverzna funkcija funkcije f.

Inverzno funkcijo f~! eksplicitno podane funkcije f izratunamo torej tako, da zamenjamo
vlogi spremenljivk x in y v predpisu y = f(x) in nato izrazimo y kot funkcijo x.

Menjava spremenljivk x in y na grafu funkcije pomeni zrcaljenje grafa preko premice y =
x.

Pri zapisu inverzne funkcije f~! pazimo, saj simbol f~! ne pomeni vrednosti %, ampak je
oznaka za novo funkcijo, in sicer inverzno funkcijo.

PRIMER 2.1.11. PokaZi, da je funkcija f(x) = x3 — 1 injektivna. Dolo¢i ge f~1.

RESITEV: Najprej skicirajmo graf funkcije f. Ker vsaka vodoravna premicay = a seka graf funkcije
v eni tocki, predvidevamo, da je funkcija injektivna.
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PokaZimo Se formalno, da se ne more zgoditi, da bi za razlicna
x1 in xo imela funkcija f enaki vrednosti f(x1) = f(x2). Ce bi torej
veljalo f(x1) = f(x2), bibilox3 —1 = x3 — 1. Ce enakost x5 — x3 =
0 faktoriziramo, dobimo

(x1 — )Q)(X% + x1xp + X%) =0.

Torej mora biti vsaj en od faktorjev enak ni¢. Ce je proi enak 0, je
X1 = X, Ce pa drugi, pa x1 = xo = 0. V obeh primerih sledi x1 = x
in zato je funkcija f injektivna.

Inverz funkcije dolo¢imo tako, da v predpisu

Y= ¥ -1
zamenjamo vlogi spremenljivk x in y:
X = y3 -1
in iz te zveze izrazimo y. To naredimo tako, da najprej lo¢imo y, da dobimo y> = x + 1, in nato izrazimo

y=+vx+1

Torej je inverzna funkcija podana s predpisom

Flx) = Vx+1.

Funkcijam, katerih zaloga vrednosti je celotna mnoZica realnih stevil, pravimo surjektivne
funkcije. Za njih velja, da je vsako realno ?tevilo y slika y = f(x) nekega ?tevila x iz Dy.

Funkcija f: Dy — R je surjektivna, ceje Zf = R.

Na grafu prepoznamo surjektivne funcije tako, da vsaka vodoravna premica y = c, Kjer je
¢ € IR, seka graf surjektivne funkcije vsaj v eni tocki.
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surjektivna ni surjektivna

Ce bi Zeleli, da je inverzna funkcija definirana na vseh realnih $tevilih, bi bilo potrebno
dodatno predpostaviti tudi surjektivnost funkcije f.

Funkcija f: Dy — R je bijektivna, Ce je injektivna in surjektivna.

2.2. Limite funkcij

V tem poglavju nas bo zanimalo, ali se vrednosti f(x) funkcije f dovolj pribliZujejo ka-
k$nemu $tevily, ko se x priblizuje &tevilu a. Ce bo takino $tevilo L obstajalo, bomo pisali

L = lim f(x).

X—a

Ta simbol bomo brali: “Limita funkcije f, ko gre x proti a, je enaka L,” ali na kratko: "Stevilo L je
limita funkcije f v tockia”.

Intuitivno je torej limita funkcije f v tocki a tak$no stevilo L, da ko je x ¢edalje blize a
(a ne enak a), so tudi vrednosti f(x) ¢edalje blize L. Oglejmo si priblizne vrednosti funkcije
f(x) = x2, ko se x pribliZuje 2:

X f(x)

1.999 | 3.996 2.001 | 4.004

Domnevamo, da velja

lim x2 = 4.
x—2
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1y

6 -4 2 2 4
72,,

Tezava pa je v pojmu "blizu", saj ne vemo, kako blizu je dovolj blizu.

PRIMER 2.2.1. Kako blizu mora biti x Stevilu 2, da se bodo vrednosti funkcije f(x) = x? razliko-
vale od 4 za manj kot 0.01?

RESITEV: I5¢emo taksna Stevila x blizu 2 (a ne enaka 2), da bo veljalo, da se f(x) od 2 razlikuje
za manj kot 0.01. Z drugimi besedami, is¢emo tak 6, daza 0 < |x — 2| < é velja |f(x) — 4| < 0.01.
Pogoj |f(x) — 4| < 0.01 je ekvivalenten pogoju |x> — 4| < 0.01, oziroma

3.99 < x* <401
Ker je x blizu 2, mora biti x pozitivno Stevilo in zato velja
1.9975 < x < 2 alipa 2 < x <2.0025.
S tem smo opazili, da za § = 0.0025 velja sklep:
feje 0 < |x —2| <0.0025, potem je |f(x)—4| < 0.01.

2.2.1. Definicija limite. V splosnem bo formalna definicija limite sledila primeru 2.2.1]
Tradicionalno merimo razdaljo med x in a (torej vrednost |x — a|) z grsko ¢rko 6, razdaljo med
f(x) in L (torej vrednost |f(x) — L|) pa z e. Ce bomo Zeleli, da bo L limita funkcije f v to¢ki
a, bomo za vsak e morali poiskati tak 6, da v primeru, ko se bodo stevila x od a razlikovala za
manj kot J, se bodo tudi vrednosti f(x) za manj kot ¢ razlikovala od L.

Stevilo L je limita funkcije f v tocki a, &e za vsak e > 0 obstaja tak ¢ > 0, da velja:
Ceje 0 < |x —a| <6, potemije |f(x) —L| <e.
PiSemo:
L = lim f(x).

X—a
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s

a—o a-+o
Z drugimi besedami, ¢e je podatek a podan z napako manj$o od 4, je vrednost f(a) izra¢unana
z napako manjso od &.

PRIMER 2.2.2. Izratunajmo lirr%(Zx — 3), torej limito funkcije f(x) = 2x — 3 v tocki 1.
X—
RESITEV: Zdi se nam, da bi se morale vrednosti funkcije f(x) = 2x — 3 pribliZevati -1, ko se
x priblizuje 1. Zelimo pokazati, da ko bodo vrednosti x blizu 1, bodo vrednosti f(x) blizu -1. Ali bolj
formalno, da za vsak € (ne le za ¢ = 0.01, kot v primeru obstaja tak 6, daza 0 < |x —1| <,
velja tudi | f(x) — (—1)| < &. Pogoj |f(x) — (—1)| < € je ekvivalenten pogoju |2x — 2| < ¢, oziroma
2—e<2x <2+e

Ce neenakosti delimo z 2, dobimo

€ €
1— = 1+ -

5 <x < 5

oziroma |x — 1| < 5. Torej je na$ kandidat za okolico 6 kar §.

Definirajmo torej § = 5 in izberimo tak x, da velja 0 < |x — 1| < 6. Potem je
[(2x—3) — (1) =2[x—1] <26 ==
S tem smo pokazali, da
eje0< |x—1]<é= %, potem je |f(x) — (=1)] < e
in zato je

lim (2x —3) = —1.

x—1

Pozorni moramo biti na to, da limita funkcije f v to¢ki a ni odvisna od vrednosti f(a), torej
od vrednosti funkcije f v tocki a. Pomembno je le, kako se f obnasa v okolici tocke a.
V primeru je bila lirr% (2x —3) = —1 in tako limita —1 sovpada z vrednostjo f(—1)
x—

funkcije f(x) = 2x — 3 v tocki -1. Oglejmo si nekaj primerov, ko se limita v to¢ki a razlikuje od
vrednosti funkcije v tocki a.

PRIMER 2.2.3. Najbo f(x) = x;jlx Ali obstaja f(—1)? Ali obstaja xl_i}njlf(x)?
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RESITEV: Najprej opazimo, da je Dy = R\{—1} in zato f(—1)
ne obstaja. Pa vendar obstaja liml f(x), Ceprav vrednost f(—1) ni
x——

definirana. Predpis funkcije f(x) je namrec enak

2
X 4x x(x+1) 1
fx) = 41 x4l
Zato je 2
lim f(x) = lim x=—1.
x——1 x——1

PRIMER 2.2.4. Naj bo

Ali obstaja g(0)? Ali obstaja lim g(x)?
x—0

RESITEV: Po definiciji velja g(0) = 2.

H
Y
4

Hkrati velja g(x) = 1 za vse vrednosti x blizu 0, Ce je le x razlicen od 0. Zato je lir% g(x) =1, kar
X—

pa se razlikuje od vrednosti g(0) = 2.

PRIMER 2.2.5. Naj bo h(x) = |x], kjer | x| oznacuje najvecje celo $tevilo, ki je manjse ali enako
x. Ali obstaja h(2)? Ali obstaja lin% h(x)?
xX—

RESITEV: Najprej opazimo, da je Dy, = Rin h(2) = [2] = 2.
Na primer, da je lirré h(x) = L. To pomeni, da so vse vrednosti
x—

2 1 *—>
v
h(x) blizu L, ko je x blizu 2. Ker so za $tevila x, kjer je2 < x < 3, 1l e
vrednosti | x | dejansko enake 2, je edini kandidat L = 2. Ce izberemo ]
mero za "blizu"e = 0.5, bi moralo torej veljati: Ceje 0 < [x —2| < 12
5, potemje || x| —2| < 0.5. Stevila, katerih celi del je za manj kot —~ *—7|
0.5 oddaljen od 2, so natanko x € [2,3). Kar pa hkrati pomeni, da za -2 f

2—6<x<2velja||x] —2| =1> 05. Zato limita lin}h(x) ne
X—
obstaja, pa vendar je h(2) = 2.

V primeru smo opazili, da so se vrednosti h(x) za Stevila x, ki so blizu in desno od
2, res priblizevala vrednosti 2. Po drugi strani pa so se vrednosti /(x) za $tevila x, ki so levo
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od 2 priblizevala vrednosti 1. Tako je smiselno definirati posebej levo limito in posebej desno
limito funkcije v dani to¢ki, kar bomo naredili v naslednjem razdelku.

2.2.2. Leva in desna limita. Ker so v definiciji limite funkcije f v to¢ki @ pomembne le
vrednosti v okolici to¢ke a, nikakor pa vrednost f(a), nam opazovanje mnozice 0 < |x —a| < ¢
naravno razpade na dva intervala: levega (a — 6, a), ko je x manjsi od 4, in desnega (a,a + ¢),
ko je x vedji od a.

Tako lahko definiramo Sibkejsa pojma. Prvi bo leva limita funkcije v tocki a, ki proucuje
funkcijske vrednosti f(x) za tiste x, ki leZijo na intervalu levo od 4, t.j. x € (a — 4, a).

Stevilo L je leva limita funkcije f v tocki a, ¢e za vsak & > 0 obstaja tak 6 > 0, da velja:
Ceje a—d < x<a, potemije [f(x) —L| <e.

Oznac¢imo:
L=1i .
] f(x)

Podobno nam bo desna limita funkcije v to¢ki a proucevala funkcijske vrednosti f(x) za tiste x,
ki lezijo na intervalu desno od 4, tj. x € (a,a +9).

Stevilo L je desna limita funkcije f v tocki a, &e za vsak ¢ > 0 obstaja tak 6 > 0, da

velja:
tejea < x<a-+9d, potemije |f(x) —L| <e.
Oznacimo:
L=1i .
tim f(x)
34V
1

li =3inli =1
xlgg)f(x) in xl{r(gf(X)

PRIMER 2.2.6. Naj bo h(x) = |x] kot v primeru 2.2.5| Ali obstaja li/‘rréh(x)? Ali obstaja
X

lim h(x)?
lim (x)
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RESITEV: V primeru smo ugotovili, da so vrednosti funkcije h enake 2, ko se z x z desne
priblizujemo 2, njene vrednosti pa enake 1, ko se z x z leve pribliZujemo 2. Zato je

limh(x) =1 in limh(x) =2,
x,/2 N2

kljub temu, da limita lim g(x) ne obstaja.
x—2

Ce zdruzimo definiciji leve in desne limite v tocki a, prepoznamo definicijo limite.

Stevilo L je limita funkcije f v tocki a natanko tedaj, ko je L hkrati leva in desna limita
funkcije f v tocki a.

2.2.3. Neskon¢na limita in limita v neskon¢nosti. Dogovoriti se moramo Se za nekaj
oznak, ki nam bodo posplosile pojem limite na neskon¢ne limite in limite v neskon¢nosti.
Namre¢, doslej smo predpostavili, da sta tako Stevilo a kot limita L realni Stevili.

PRIMER 2.2.7. Naj bo f(x) = —~~5. Ali obstaja lirr}f(x)?
X—r

(x=1)*"
RESITEV: Ce skiciramo graf funkcije f(x) = ﬁ, se nam dozdeva, da bodo v okolici stevila

x = 1 vrednosti funkcije f(x) narascale preko vseh mej.
v
o |
44 |
2| [

32-1 | 1 2 3

Tudi, e izracunamo vrednosti funkcije v bliZini tocke x = 1, to potrjuje naso domnevo.

x | fx) x | f)
0 0 2 2
0.9 100 11 100
099 | 10000 1.01 | 10000
0.999 | 1000000 1.001 | 1000000

Formalno torej ne moremo reci, da se vrednosti funkcije f priblizujejo nekemu $tevilu L, a vseeno bi radi
poudarili, da vrednosti narascajo preko vseh mej.
To bomo zapisali kot
lim f(x) = oo.

x—1

Pri tem je oo le oznaka in nam ne predstavlja realnega Stevila.
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S simbolom

lim f(x) = oo
bomo oznacevali, da funkcija f doseZe poljubno velike vrednosti, ko se x pribliZuje
vrednosti a (in je x # a).

Formalno to pomeni, da za vsako realno stevilo M obstaja tak § > 0, da za vse x, kjer 0 <
|x —a| < dvelja f(x) > M.

A Y g —————————— O ) O O O 5 O

a+é

Podobno oznacimo tudi enostranske neskonéne limite.

S simbolom

li =

il f(x) =
bomo oznadili, da funkcija f doseZe poljubno velike vrednosti, ko se x z leve pribli-
Zuje vrednosti a (torej je x < a), s simbolom

li =

lim f(x) = o0
pa, da funkcija f doseze poljubno velike vrednosti, ko se x z desne pribliZuje vredno-
sti a (torej je x > a).

Po drugi strani lahko funkcije tudi padajo pod vse meje.

S simbolom

lim f(x) = —eo
bomo oznaéili, da funkcija f doseZe poljubno majhne vrednosti, ko se x priblizuje
vrednosti a (in je x # a).

Ali formalno, za vsako realno $tevilo m obstaja tak 6 > 0, da za vse x, kjer 0 < \x —al <6,
velja f(x) < m.
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S simbolom

li ==

lim f(x) = oo
bomo oznac¢ili, da funkcija f doseZe poljubno majhne vrednosti, ko se x z leve pribli-
Zuje vrednosti a (torej je x < a), s simbolom

lim f(x) = —oo

pa, da funkcija f doseZe poljubno majhne vrednosti, ko se x z desne pribliZuje vre-
dnosti a (torej je x > a).

Skoraj vedno nas zanima tudi obnaSanje funkcije v neskon¢nosti, torej tam, kjer x narasca ali
pada preko vseh me;j.

Ce se vrednosti funkcije f priblizujejo Stevilu L, ko x naradta preko vseh mej, potem

bomo pisali
lim f(x) = L.

X—r00
Podobno, ¢e se vrednosti funkcije f priblizujejo Stevilu L, ko x pada pod vse meje,
potem bomo pisali

lim f(x)=L.

X——00

Ali formalno xlgn f(x) = L, e za vsak € > 0 obstaja taksno realno Stevilo M, da za vse
x> Mvelja |f(x) — L| < e.

L+et
L, _____________________________
L—et

Ce vrednosti funkcije f narastajo preko vseh mej, ko gre x — oo, pisemo

g%f(x) = oo.

To pomeni, da za vsako realno stevilo M obstaja tako realno Stevilo N, da za vse x > M velja
f(x) > N.

2.2.4. Racunanje z limitami. Ni se teZko prepricati, da za ra¢unanje limit funkcij veljajo
enaka pravila kot pri ra¢unanju z zaporedji. Lahko je verjeti, da ¢e se vrednosti funkcije f
pribliZzujejo Stevilu L, se bodo vrednosti funkcije a f priblizevale vrednosti «L. Velja
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lim (af(x)) = a lim f(x)

X—a X—a

zavsak « € R.

38

Prav tako je mogoce po definiciji preveriti, da za vrednosti f(x) blizu §tevila L in vrednosti
g(x) blizu stevila K, potem lahko sklepamo, da so vrednosti vsote f(x) + g(x) blizu L + K in

vrednosti produkta f(x)g(x) blizu LK. Zatorej velja:

lim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x)

X—a X—a

in

lim (£(x)g(x)) = lim £(x) lim g(x).

X—a xX—a X—a

Podobno bi se prepricali, da velja

alclg}z g(x) - lim g(x)’

X—a

Cele )1(11)1}1 g(x) #0.

Teh lastnosti formalno ne bomo dokazovali. Vse omenjene lastnosti veljajo tudi za eno-

stranske limite in limite v neskonénosti.

Tudi vse limite, ki jih poznamo iz razdelka lahko prevedemo na neskon¢ne limite

funkcij. Na primer, izkaZe se, da velja tudi

1 X
lim <1 + > =e.
X—00 X

1

Sedaj uvedimo novo spremenljivko t = <,

zato velja

PRIMER 2.2.8. Izracunaj naslednje limite:

. 2
(@) lim =5
2

(b.) xh_{Io‘o x27xe74
(c) lim -

x x243x+2

oziroma x = % Kogre x — oo, gret — Oin
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. |x+1]
(d.) 31(1\11% x2+3x+2
RESITEV:

(a.) Ko gre x — 2, gresta tako Stevec kot imenovalec proti koncnima vrednostima. S pomocjo

pravil @L in tako dobimo:

lim x?
hm XZ = XL)HEX = 4 = 4 = —1
x52x2—-2x—4  lim(x2—2x—4) limx?2—lim2x—lim4 4-—-4—4 '
x—2 x—2 x—2 x—2
(b.) Priizracunih limit v neskoncnosti uporabimo podobne trike kot pri racunanju limit zaporedij
(glej tudi primer[1.1.7):
lim o~ fm L - ! S
i x2 —2x—4 xse]-_2_4 1 _lim2_1lim4 1-0-0
X ox x—oo X x—oc0 X
(c.) Absolutna vrednost |x + 1| je definirana kot
x+1, x> -1,
lx +1] =
—(x+1), x<-1.
Ker racunamo levo limito, ko gre x z leve proti —1,za x < —1wvelja |x +1| = —(x+1) in
zato sledi:
|x + 1] . lx +1] 1] 1
— =1 1 =-1-(-1)=1.
x}@1x2+3x+2 x}‘njl (x+1)(x+2) x}‘njl x+1 x}n31x+2 (=1)
(d.) Ko pa se x z desne priblizuje —1, je x > —1 in zato |x + 1| = x + 1. Sledi:
|x + 1] . lx +1] 1] 1
S el R L B =1-(-1)= -1
x{‘nllx2+3x+2 x{[njl (x+1)(x+2) xinjl x+1 x{‘nle—FZ (1)
Prav tako kot velja , tudi za funkcije velja izrek o sendvicu:
Ce za funkcije f, g in h velja
flx) <8(x) < h(x)
za vse x # a dovolj blizu a in je lim flx) = lim h(x) = L, potem je tudi @l
lim ¢(x) = L.

Izreka formalno ne bomo dokazali, omenimo pa, da velja tako za dvostranske kot tudi za
enostranske limite.

Naslednjo limito bomo potrebovali pri ra¢unanju s kotnimi funkcijami. Izra¢unali jo bomo

geometrijsko s pomogjo izreka o sendvicu.

PRIMER 2.2.9. Izracunaj limito lim S0,
x—0

RESITEV:
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Na sliki je narisana kroZnica s sredis¢em S in polmerom 1. Na kroZnici

si izberimo takéni tocki A in B, da je kot x = ZASB med 0 in 7

(v radianih), ki ga oklepata daljici SA in SB. V tocki A naris$imo

tangento na kroZnico in s C oznacimo presecisCe tangente s poltrakom
SB.

Plos¢ina kroznega izseka <SAB s srediscnim kotom x je enaka
5, delu ploscine kroga s polmerom 1, torej

B
p<>SAB—27_C7T1 5

Plosc¢ina kroZnega izseka <SAB je ujeta med ploscini trikotnikov
ASAB in ASAC:

PASAB = P<SAB = PASAC
Trikotnik ASAB je enakokrak trikotnik z dolZinama stranic |SA| = |SB| = 1 in kotom x med njima.
Zato je njegova plostina enaka ppsap = 3 -1-1-sinx = 853X Trikotnik ASAC je pravokotni

trikotnik s pravim kotom pri A in z dolZinama katet |SA| = 1 in |AC| = tanx. Zato je njegova
plos¢ina enaka ppgap = % -1 -tanx = ta% Iz tako izracunanih ploscin dobimo, da za poljuben
x € (0,%) velja

sin x < X < tan x

2 — 27 2

Neenakosti sedaj pomnoZimo z Siﬁx. To lahko storimo, saj je za x € (0, %) vrednost sin x pozitivna.
Sledi .

1<~ <

~ sinx ~ cosx’
Ker so vse tri strani neenakosti pozitivne za x € (0, g) lahko neenakosti obrnemo, tako da vsako od
treh vrednosti nadomestimo z njej obratno vrednostjo:

sin x
1>

> COS X.

Sedaj o limite, k d iblizuje 0. Kerje lim 1 =1in li =1, 1j
edaj poracunamo limite, ko se x z desne pribliZuje er je x{r}) in xl{f(\) Cos x po velja
tudi

lim 20F — 1, 3)
N0 X
V primeru, ko je x € (—7%,0), oznacimo t = —x € (0,%). S to zamenjavo spremenljivk in
upostevanjem, da je sin x liha funkcija, po (3)) sledi
i SIY sin(—t) ~lim = sint _ I sint _ 1

x,/0 X nNo —t No —t NO f

S tem smo pokazali, da sta tako leva kot desna limita funkcije % v tocki 0 enaki 1, iz Cesar sledi

. sinx
lim =1.
x—0 X
S pomogjo limite
sin x

lahko ra¢unamo limite kotnih funkcij v okolici tocke 0.
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PRIMER 2.2.10. Izracunaj limito lim 1=05(2)
x—0 x

RESITEV: V ulomku FCZ& se tako Stevec kot imenovalec priblizujeta 0, ko gre x — 0. Zato bo

potrebno ulomek preurediti. S pomocjo pravila za rac¢unanje dvojnih kotov (glej stran lahko Stevec
zapigemo kot 1 — cos(2x) = 2sin® x. S tem in s pomocjo dobimo
1 — cos(2x) 2sin® x sinx sinx sinx . sinx

lim 5 = lim = 21lim =21lim - lim
x—0 X x—0 X x—0 X X x—0 X x—0 X

=2.1-1=2.

2.3. Zveznost funkcij

2.3.1. Zveznost v tocki. Ugotovili smo, da vrednost limite v dani to¢ki ni odvisna od
vrednosti funkcije v tej tocki. Ce ti dve vrednosti sovpadata, pravimo, da je funkcija v dani
tocki zvezna.

Funkcija f je zvezna v tocki a, ¢e
1. = = I.II]
lim (x) = f(a) = lim (x)

ali ekvivalentno, ¢e

lim £(x) = f(a).

X—a

Z drugimi besedami: za funkcijo f, ki je zvezna v tocki a iz definicijskega obmodja f obstaja
limita )1(13}1 f(x) in je ta limita enaka vrednosti f(a). To pomeni, da se vrednosti f(x) funkcije

f, kije zvezna v tocki a, le malo razlikujejo od vrednosti f(a), ko je x blizu a. Njen graf paje v
totki (a, f(a)) nepretrgana krivulja.
Na primer, funkcija f(x) = x? je zvezna v to¢ki 2, saj velja li\‘m2 x? = li;r; x> =22=4
X X
Po drugi strani pa funkcija &(x) = | x| ni zvezna v tocki 2, saj smo v primeru izrau-
nali, da je h\n; [x] =2in li/n; |x] = 1. Tudi na grafu funkcije h(x) = |x| opazimo, da v tocki
X X

x = 2 naredi skok.

2 =
Prav tako funkcija g(x) = {1' * 2 8’ definirana in narisana v primeru[2.2.4 ni zvezna v
7 x 7
tocki 0. Sicer sta njena leva in desna limita v to¢ki 0 enaki, saj velja li{% g(x) = l% g(x)=1,a
X X

nista enaki vrednosti ¢(0) = 2.

PRIMER 2.3.1. Ali je funkcija

-2, x<2
flx) =< —x+4, 2<x<4,
1, x >4

zvezna v tocki 27 Ali je f zvezna v tocki 4?7



2.3. ZVEZNOST FUNKCIJ 42

RESITEV: Za odgovor na vprasanje, ali je funkcija zvezna v tocki v
2, moramo poracunati levo limito, desno limito in njeno vrednost v 31

tocki 2. Ker velja 2 |
li = lim(x* —2) =2,
lim £(x) = lim (* ~2) \ | /\._
Iim f(x) = lim(—x+4) =2 ; VAN \—
x\Zf( ) x\Z( ) 1 1/ 2 3 4 5
in Sl
f(2)=-2+4=2, A

je funkcija zvezna v tocki x = 2.
Po drugi strani pa je

li = lim(—x+4) =0 in Ii =1lim(1) =1,
lerr}lf(x) ,J}IZ( x+4)=0in ,}{I};f(x) xlifl()

iz Cesar sledi, da f ni zvezna v tocki x = 4.

Ce je f zvezna v tocki a, potem po definiciji velja lim f(x) = f(a). Iz sledi, da velja
tudi
lim af (x) =  lim f(x) = af(a)
Torej zveznost funkcije f v tocki a implicira zveznost funkcije a f v tocki a.
Naj bosta sedaj f in ¢ zvezni funkciji v tocki 4, torej naj velja lim f(x) = f(a)in ligr; g(x) =
X

g(a). 1z in sledi
lim (f +§)(x) = lim (£(x) + g(x)) = lim £(x) + lim g(x) = £(a) + g(a) = ( + &) (a)
lim(£3) (x) = lim(f(x)g(x)) = lim f(x) - lim g(x) = f(a)g(a) = (fg)(a).

S tem smo pokazali, da zveznost funkcij f in g v to¢ki a implicira zveznost funkcij f + g ter fg

f

v totki a. Podobno pokaZzemo, da je, ko velja g(a) # 0, tudi g Zveznav tocki a.

Ce sta f in ¢ zvezni funkciji v to¢ki a, potem so tudi af, f + g, fg zvezne v to¢ki a,
funkcija é paje zveznav a, Ceje g(a) # 0.

IzkaZe pa se tudi naslednja trditev, ki je ne bomo dokazali.

Vse elementarne funkcije so zvezne v vsaki tocki definicijskega obmogja.

Denimo, da so vrednosti funkcije g v tocki a blizu stevila L in naj bo f zvezna funkcija. Ce
so vrednosti x blizu a, potem se nam zdi intuitivno, da bodo vrednosti f(g(x)) = (f o g)(x)
blizu f(L). Tega dejstva tu ne bomo dokazovali. Zapomnimo si le, da velja naslednja trditev.

Ceje }l{lgr}l ¢(x) = Linje funkcija f zvezna v totki L, velja

lim £(g(x)) = £(lim g(x). =

xX—a

Enaka zveza velja tudi za limito v neskon¢nosti ter enostranske limite.
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-1
PRIMER 2.3.2. IzraCunaj limito lim ¢ .
x—=0 X

RESITEV: Za izracun limite bomo naredili manjsi trik. Najprej izracunajmo limito lirr(l) 1
x—0 e —

Vpeljimo novo neznanko x = log(1 + t), oziroma t = e* — 1. Kogre x — 0, gre t — ¢* —1 = 0, sqj
je eksponentna funkcija zvezna, in tako velja
im — % — lim log(1 +¢)
x—=0e¥—1 =0 t

1
f

= limlog(1+1)7.
limlog(1 +¢)

Ker je logaritem zvezna funkcija, lahko po menjamo vrstni red limitiranja in logaritmiranja in nato

z uporabo dobimo

limlog(1 +t)
t—0

=

=log (lim(l + tﬂ) = log(e) = 1.
t—0

x e* —1
S tem smo izracunali, da je lim ———— = 1 in zato po lastnosti velia tudi lim —— = 1 =1,
J x—0e¥ —1 p / x—=0 X 1

Trditev nam pove, da lahko zamenjamo vrsti red rac¢unanja limite.
Naj bosta f in g zvezni funkciji in to¢ka a v definicijskih obmogjih funkcij g in f o g. Potem

po @ velja
lim(f o g)(x) = lim f(g(x)) = f(lim g(x)) = f(g(a))

in zato po definiciji zveznosti velja tudi naslednja trditev.

Ce sta f in g zvezni funkciji, sta zvezna tudi kompozituma f o gin g o f.

Z nekaj dela bi lahko preverili, da je tudi inverzna funkcija zvezne funkcije zvezna funk-
cija.

PRIMER 2.3.3. Doloc¢i definicijsko obmocje, limite na robu definicijskega obmocja in skiciraj funk-
cijo

f(x) = arctan (x1> .

RESITEV: Funkcijo f lahko zapiSemo tudi kot kompozitum funkcij f = g o h, kjer je g(x) =
arctan x ter h(x) = ;X7. Kerje Dg =R, je Dy = (—00,1) U (1, 00).
Ker je g(x) = arctan x zvezna funkcija, velja:

lim arctan  —>— ) = arctan( Lm — = arctan (1) = il
XN\~ -1 N N—oo X — 1 N 47
. x , x T
lim arctan | —— = arctan | lim = ——,
x 1 x—1 x1x—1 2
. x : x s
lim arctan | —— = arctan | lim = —,
N1 x—1 N 1x—1 2
xlg‘l; arctan (xi1> = arctan (xlg‘l;lo . 1) = arctan (1) = s

Sedaj lahko narisemo graf funkcije f.
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Y
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2 \
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-2 -1 1 2 3 4
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2.3.2. Razsiritev funkcij. Ce vrednost f(a) ni definirana, vendar pa obstaja limita lign f(x),
X—a

lahko funkcijo f razsirimo tako, da definiramo

f(a) = lim £(x).

X—a

Tako razsirjena funkcija je zvezna v tocki a.

PRIMER 2.3.4. DolocCi taksno Stevilo b, da bo funkcija

X x <1,

f(x):{ —bx?4+2x+1, x>1,

zvezna v tocki 1.

RESITEV:  Da bo funkcija f zvezna v tocki 1, mora veljati
lim f(x) = f(1) = lim f(x), torej v
x 1 baw| |

limx=—-b+2+1=lim —bx?+2x + 1. .
x 1 \(1

Ce izracunamo vsako limito posebej, dobimo enakost

1=-b+3, 4

oziroma b = 2. Sklepamo, da je funkcija f zvezna, ko je b = 2. 2
Na sliki je s Crtkanimi Crtami narisana cela druZina funkcij f,
medtem ko je s polno Crto narisana tista izmed njih, pri kateri jeb = 2.
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2.3.3. Zveznost na intervalu. Pojem zveznosti v tocki lahko razsirimo na pojem zveznosti
na intervalu.

Funkcija f je zvezna na odprtem intervalu (a,b), &e je zvezna v vsaki to¢ki x € (a,b).

Ta definicija velja tudi, ¢e je (a, b) neomejen interval, torej e je na primer enak mnozici realnih
stevil R.

PRIMER 2.3.5. Ali je funkcija
2x—1, x<0,
X) =
fx) {—x—i—l, x>0

povsod zvezna?

RESITEV: Vsak od predpisov 2x — 1 ter —x + 1 je zvezna funk-
cija v vaki tocki, kjer je definirana. Zato moramo preveriti le, ali je
funkcija f zvezna v tocki O, kjer se obe linearni funkciji zlepita. Ker
velja

xlgg)f(X) xl%( x—1)

ter

li =lim(—x+1) =1,
xlgg)f(x) ;{%( x+1)

funkcija f ni zvezna.

Funkcija je zvezna na zaprtem intervalu [a, b], &e je zvezna v vsaki to¢ki x € (a,b) in

velja
! fla) = }Ci{_‘I}lf(X) in f(b) = }(ifn;,f(X)-

2.3.4. Lastnosti zveznih funkcij. Omenili smo, da je graf zvezne funkcije neprekinjena
krivulja. Torej, ¢e zatnemo risati v tocki (4, f(a)) in kon¢amo v tocki (b, f(b)), moramo graf
y = f(x) zvezne funkcije f narisati v eni potezi. Zato je lahko verjeti (a teZje dokazati) nasle-
dnji dve lastnosti zveznih funkcij.

Prva nam zagotavlja obstoj nicle zvezne funkcije na zaprtem intervalu, kjer ima funkcija v

.....

Ce je funkcija f zvezna na zaprtem omejenem intervalu [a, b] in sta vrednosti f(a) ter
f(b) razlitno predznaceni, potem obstaja taksna totka c € (a,b), da velja f(c) = 0.

Taksno tocko c lahko poiS¢emo algoritmi¢no z bisekcijo, torej z deljenjem intervalov na pol.
Oglejmo si to na primeru.

PRIMER 2.3.6. Poisci priblizek nicle funkcije f(x) = x3 + x — 1 na intervalu [0,1].
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RESITEV: Za dano funkcijo f(x) = x° + x — 1 ne znamo uganiti njenih nicel na intervalu [0,1].
Ampak, ker je f(0) = —1 ter f(1) =1, funkcija f pa zvezna, ima gotovo niclo med 0 in 1.

Zato interval [0,1] razpolovimo, da bomo videli, na kateri polovici intervala ima f niclo. Ker je
f(0.5) = —0.375, ima funkcija f na robu intervala [0.5, 1| razlino predznaceni vrednosti in zato
nicla lezi med 0.5 in 1. Ker je £(0.75) = 0.172, ima funkcija f na robu intervala [0.5, 0.75] razli¢no
predznaceni vrednosti in zato nicla leZi med 0.5 in 0.75.

Nadaljujemo s postopkom razpolavljanja in racunanja vrednosti. Ker je f(0.625) = —0.131, nicla
lezi med 0.625 in 0.75. Ker je f(0.6875) = 0.012, ni¢la lezi med 0.625 in 0.6875. Ker je f(0.65625) =
—0.061, nicla lezi med 0.65625 in 0.6875. Izracunamo Se f(0.671875) = —0.025, f(0.679688) =
—0.006 ter f(0.683594) = 0.003. Sklepamo, da nicla leZi na intervalu (0.679688,0.683594) in lahko
bi rekli, da je priblizno enaka 0.681641.

Postopek bisekcije lahko poljubno dolgo nadaljujemo, pri ¢emer je smiselno pri izratunu
uporabiti ratunalnik. Ce se ustavimo v nekem koraku in ocenimo vrednost resitve kot razpo-
lovis¢e intervala, potem je napaka, ki jo naredimo pri oceni, enaka polovici dolZine intervala.
Zaporedje priblizkov, ki jih dobimo med postopkom bisekcije, pa konvergira k resitvi enacbe.

Velja se vec:

Zvezna funkcija f: [a,b] — R na intervalu [a, b] zavzame vsako vrednost med svojo
natan¢no spodnjo mejo m in svojo natanéno zgornjo mejo M.

Torej za vsak t € [m, M| obstaja tak x; € [a,b], daje

fx) =t,
in zvezna funkcija preslika omejen zaprt interval [4, b] na omejen zaprt interval [m, M],
f(la,b]) = [m, M].

Da pa bomo zares znali izratunati najmanj$o in najvegjo vrednost funkcije f na intervalu [a, b],
se moramo zaceti pogovarjati o odvodih.
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Odvod

Odvod je klju¢na beseda pri raziskovanju lastnosti funkcije. Ko bomo Zeleli izra¢unati
naklon krivulje v dani tocki, ko bomo Zeleli dolo¢iti najman;j$o in najvecjo vrednost funkcije, ko
bomo racunali priblizke funkcije, in Se mnogokrat bomo vedno znova uporabili odvod funkcije.

Odvod funkcije v dani to¢ki nam pove, kako strm je graf funkcije v tej tocki. Torej po
definiciji je odvod hitrost spreminjanja funkcije.

3.1. Odvod funkcije v tocki

Pri voZnji s kolesom nas med drugim zanima strmina klancine, to je strmina ceste, ki se
vzpenja na hrib. Pri tem je strmina klanc¢ine v odstotkih definirana kot nadmorska visina (v
metrih), ki jo premagamo na 100 metrov dolZine. Torej 16 % strmina klan¢ine nam pove, da na
dolzini 100 metrov premagamo visinsko razliko 16 metrov.

16m Hm —0.16 = 16%

100 m

Z drugimi besedami, strmina je kvocient spremembe nadmorske visine in dolzine 100 metrov.

Velja tudi v splosnem. Ta parameter, kvocient spremembe vrednosti funkcije in spre-
membe neodvisne spremenljivke, nam pove, kako strm je graf funkcije. Vedji kot so prirastki,
bolj strm je njen graf. Ce so prirastki pozitivni, a majhni, potem funkcija nara¢a in njen graf
je polozen. Ce je prirastek v vsaki to¢ki nekega intervala enak 0, se vrednost funkcije ne spre-
meni, kar pomeni, da je funkcija konstantna.

Naj bo f: (a,b) — R dana funkcija in xg € (a,b) izbrana totka. S h bomo oznatevali
spremembo neodvisne spremenljivke. Oglejmo si funkcijski vrednosti f(xg) in f(xo + h).

f(xo+h) |-

f(xo) |-

47



3.1. ODVOD FUNKCIJE V TOCKI 48

Ko se vrednost xp poveca za h, se vrednost funkcije f spremeni za razliko funkcijskih
vrednosti f(xg + h) — f(xo). Vegje kot so spremembe razlike f(xo + h) — f(xo) pri fiksni spre-
membi £, hitreje funkcija f narasca.

Kvocient spremembe funkcijskih vrednosti in spremembe neodvisne spremenljivke

f(xo+h) — f(x0)
h
nam pove, kako hitro se spreminja funkcija okoli to¢ke xg. Ta kvocient imenujemo diferencni
kvocient funkcije f v to¢ki xg. Diferen¢ni kvocient je enak smernemu koeficientu premice
skozi to¢ki (xg, f(x0)) in (xo + h, f(xo + h)). Med vsemi premicami, ki potekajo skozi totko
(x0, f(x0)), se krivuljiy = f(x) v to€ki (xo, f(xp)) najbolje prilega njena tangenta, t.j. premica,
ki se v tocki (xo, f(xp)) dotika grafa y = f(x).

y

Xo
Smernemu koeficientu tangente se priblizujemo, ko manjSamo prirastek & v diferenénemu
kvocientu. Zato je koeficient tangente v tocki (x, f(xg)) enak

lim £ (0 +1) — f(x0)
h

h—0

To limito definiramo kot odvod funkcije f v tocki x¢, saj nam doloc¢a strmino grafa v tocki x.

Odvod funkcije f v tocki xg je limita diferen¢nega kvocienta

F(x0) = tim LEM = 20)

h—0

Funkcija je odvedljiva v tocki x, ¢e obstaja f'(xg).

Odvod f’(xg) torej opise spremembo funkcijske vrednosti f(xp), e se vrednost spremen-
ljivke xg le malce spremeni. Geometrijsko nam odvod f’(xg) funkcije f v tocki xg poda smerni
koeficient tangente na graf y = f(x) v tocki (xo, f(x0)).

PRIMER 3.1.1. Izracunaj odvod funkcije f(x) = x v poljubni tocki xg € Dr.

RESITEV: Po definiciji je v poljubni tocki xy € R

xo) — lim L) = f(x0) (o th) =xo b
f(x0) = Jim I = pm 7 = jm g = iml=1

Geometrijsko to pomeni, da se premica y = x ves ¢as enako hitro spreminja. Njena tangenta ima v vsaki
tocki na premici koeficient 1 in sovpada s premico y = x.
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Ce je funkcija f odvedljiva v to¢ki x, potem je v xq tudi zvezna. Funkcija, ki je zvezna v
tocki xg, pa v tocki x¢ ni nujno odvedljiva.

PRIMER 3.1.2. Funkcija f(x) = |x| je zvezna v tocki 0, saj je leva limita v O enaka desni limiti v
0, obe pa sta enaki funkcijski vrednosti |0| = 0. Pokazi, da njen odvod v tocki O ne obstaja.

RESITEV:  Ce bi obstajal odvod funkcije f(x) = |x| v tocki 0, > 1y
potem bi po definiciji obstajala limita
hmw:hm@, 11
h—0 h h—0 h
Ker je
llmmzlimﬁ—l -2 -1 1
NOo h N0 h
in L
tim U i = -1,

o h Lo h
se leva in desna limita v tocki O razlikujeta in zatorej ne obstaja I%irr(l) ‘Z—' Posledi¢no funkcija f(x) = |x|
—

v tocki 0 ni odvedljiva.

Geometrijsko nam leva in desna limita diferen¢nega kvocienta v tocki xp, ¢e obstajata,
povesta, kako se obnaSajo tangente na graf funkcije v tockah blizu xo.

y

xo
Leva limita diferen¢nega kvocienta nam pove, kaksna je strmina tangente na graf, ko se z leve
priblizujemo tocki xg. Desna limita diferen¢nega kvocienta pa nam pove, kaksna je strmina
tangente na graf, ko se z desne priblizujemo tocki xy. Ce se ti dve limiti razlikujeta, potem

funkcija v tocki x¢ ni odvedljiva. Njen graf je sicer lahko zvezen (lahko ga narisemo z eno
potezo), ni pa gladek (krivulja se lomi).

3.2. Lastnosti odvoda funkcije

3.2.1. Definicija. Odvod funkcije v toc¢ki xgp nam pove, kako hitro se spreminja vrednost
funkcije f v to¢ki xg. Poglejmo na odvod nekoliko $irse. Odvod lahko poskusimo izra¢unati v
poljubni toc¢ki x iz definicijskega obmogja funkcije f. Tako dobimo novo funkcijo

, h) — f(x)

/ — 1 f(x +

fe =l =

ki pa je definirana samo v tistih to¢kah X, kjer je funkcija f odvedljiva.
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Funkcija f: D — R je odvedljiva na D, ¢e je odvedljiva v vsaki tocki definicijskega
obmogja. Ceje f: D — R odvedljiva na D, potem funkcijo

imenujemo odvod funkcije f.

V primeru smo videli, da je f'(xo) = 1 za funkcijo f(x) = x in poljuben xo € Dy
Zato je odvod funkcije f(x) = x enak f'(x) = 1.

PRIMER 3.2.1. Izratunaj odvod funkcije f(x) = c, kjer je ¢ poljubna konstanta.

RESITEV: V poljubni tocki x € R velja

faAh) - f(x) . c—c_
/(x) = lim L% =1 = lim 0 = 0.
£ ) h oo h s
Zato je odvod poljubne konstantne funkcije enak 0.
PRIMER 3.2.2. Izradunaj odvod funkcije g(x) = 1.
RESITEV: V poljubni tocki x € Dy velja
. th)—gx) . wEx . x—(x+h) . -1 1
"(x) =1 g(x—:1 X — lim et = [im —— = — 5,
g (x) = lim 7 ok WSO R(x(x 1 h))  hsox(x+h) K2
/
Zato je (%) = —xlz.
PRIMER 3.2.3. Izra¢unaj odvod funkcije k(x) = e*.
RESITEV: Po definiciji v poljubni tocki x € R velja
. k(x+h)—k(x) . e¥th_ex . el —
K(x) =lim ————~ = lim —— =¢"1
(x) ns0 h ) h i R
V primeru(2.3.2|smo izracunali, da je Pllim ehh_l =1, in zato je
H
(ex)/ - ex. i(a

Izkaze se, da je funkcija f(x) = e* edina funkcija, ki je enaka svojemu odvodu.

PRIMER 3.2.4. Izra¢unaj odvod funkcije £(x) = sin x.
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RESITEV: V poljubni tocki x € R velja
U(x+h)—Ll(x)

¢ (x) = lim sin(x +h) — sin(x)'

= lim

h—0 h h—0 h
Po formuli za racunanje razlike trigonometrijskih funkcij (stran je
lim sin(x + /) —sin(x) _ lim 2sin(¥HA=Y) cos (XX i 2sin(%) cos(ZSh)
h—0 h h—0 h h—0 h

Sedaj lahko po pravilu | [IQ] limito zapiSemo kot produkt

2sin(% 2x+h
lim sin(z) - lim cos( X E )-
h—0 h h—0
Druga limita je enaka lim cos(#) = COS X, prvo pa izracunamo po
h—0
2sin(% sin(
fim 2502) _ i, £2> =1
h—0 h h—0 5

Sledi, da je

(sinx)’ = cos x. @l

Tako lahko po definiciji izra¢tunamo limito poljubne odvedljive funkcije. Vendar pa je
taksno racunanje zamudno, zato bomo spoznali pravila, kako iz znanih odvodov funkcij izpe-
ljati odvode novih funkcij.

3.2.2. Pravila za ra¢unanje odvodov. Naj bosta f in g odvedljivi funkciji. Zanima nas, ali
je tudi njuna vsota odvedljiva. Po definiciji odvoda lahko ra¢unamo

(f+¢)(x) = lim (f+&+h) - (f+8)x) _

h—0 h

_ i [ R g k) — fx) —g(x)
h—0 h

o SO —f@) st h) —g(x)
h—0 h h—0 h

= f(x)+8' ().

S tem smo pokazali, da je vsota odvedljivih funkcij odvedljiva in da je odvod vsote enak
vsoti odvodov:

(f+8)(x) = f'(x) +&'(x). 18

PRIMER 3.2.5. Izracunaj odvod funkcije x + %
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RESITEV: Ker moramo odvajati vsoto dveh funkcij, je odvod po in primerih in enak
X + 1 / — (x)/ + 1 / — 1 — l
x) x)  x%

Podobno postopamo pri odvodu produkta dveh odvedljivih funkcij. Po definiciji velja

(fg)(x + 1) — (fg)(x)

(fe)(x) = lim ) .
i) — Fog
h—0 h '

Sedaj v $tevcu pristejemo in odstejemo produkt f(x + h)g(x). Tako zgornji izraz postane enak

o DG+ ) = fx+ g (x)

(f)(x) = lim ) s iy [ M) = () _
- %%f(x+h)~w+%%g(x).w.

Ker je funkcija f odvedljiva, je tudi zvezna in zato velja

(f8)'(x) = f(0)g'(x) +8(x)f (x)-
Torej je produkt dveh odvedljivih funkcij odvedljiva funkcija, odvod produkta pa izratunamo
po naslednji formuli, ki je poznana kot Leibnizova formula.

(fg) (x) = f'(x)g(x) + f(x)g (x).

V posebnem, ¢e je ena od funkcij konstantna, je njen odvod enak 0 in tako dobimo, da je
odvod veckratnika funkcije enak vec¢kratniku odvoda funkcije:

(af) (x) = af'(x). 20

PRIMER 3.2.6. S pomocjo popolne indukcije pokazi, da je odvod funkcije f(x) = x™ enak f'(x) =
nx"~1 za poljubno naravno stevilo n.

RESITEV: Ce je n = 0, potem smo v primeru pokazali, da je odvod poljubne konstantne
funkcije enak 0. Zato je za funkcijo x° = 1 njen odvod enak 0, kar sovpada s formulo 0 - x~1 = 0.
Predpostavimo, da za neko naravno stevilo n velja (x")" = nx"~1. Potem po pravilu velja

/
(x”“) =" x) = @) a2 (x).
Po indukcijski predpostavki in primeru je ta izvaz nadalje enak
!
(x”“) =nx"lox 4 x" 1 =nx" +x" = (n41)x".

Torej pravilo za odvajanje funkcije x™ velja tudi za naslednik Stevila n in po principu popolne indukcije
za vsa naravna stevila.
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Podobno kot smo pokazali formulo , bi lahko pokazali tudi naslednje pravilo za od-
vajanje kvocienta dveh odvedljivih funkcij:

f) _ f(x)g(x) — f(x)g' (x)
<g(X)> - (8(x))? '

Kjer g(x) # 0.
PRIMER 3.2.7. Izracunaj odvod funkcije x~" za poljubno pozitivno celo Stevilo n.

RESITEV: Ker je x ™" = X, lahko funkcijo f(x) = x~" odvajamo po pravilu .'

(x_”)/ (1 Pt =1 (") 0ex" =1l _nx"‘1 E——
- xh - (X")Z - x2n - x2n - :

Primera in nam povesta, da za poljubno celo tevilo n velja (x")" = nx"~1.
Dejansko za poljubno realno Stevilo & € R velja

a—1

!/
(x*) = ax*"". )

V posebnem pri &« = 0 dobimo 1’ = 0, kar smo videli Ze v primeru pria = 1 dobimo

/
¥ =1 (primer3.1.1)inpria = —1iz dobimo (%) = —%, kar smo pokazali Ze v primeru
3.2.2)
PRIMER 3.2.8. Oduvajaj funkciji \/x ter e
RESITEV: Funkciji zapisimo kot potencni funkciji \/x = x? ter 5 = x5, Sedaj odvajajmo po

Va2
pravilu in dobimo

ter

) = () =i
/x2) 3 Y

V primeru smo pokazali, da je (e*)" = e*. Iz te lastnosti pa ne sledi, da bi bil odvod
funkcije e3> enak ¢*. Namret ¢3* je kompozitum funkcij f(x) = e* in g(x) = 3x, to je e¥ =
(f 0 g)(x). Zato se moramo nautiti odvajati kompozitume funkcij. Brez dokaza navedimo
naslednje zelo pomembno pravilo za odvajanje kompozituma funkcij:

(fog)(x) = f'(g(x)g'(x) 3
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in ga ilustrirajmo s primeri.
PRIMER 3.2.9. Odvajaj funkcijo e3*.

RESITEV: Zapisimo e3* kot kompozitum funkcij f(x) = e* in g(x) = 3x, torej > = (f 0 g)(x).
Po najprej odvajamo funkcijo f, ki jo v kompozitumu naredimo nazadnje, nato odvajamo e funkcijo
g
(%) =¥ . (3x)" = 3¢5~

PRIMER 3.2.10. Odvajaj funkcijo v/ cos x2.

RESITEV: Najprej zapisimo funkcijo kot kompozitum funkcij, ki jih znamo odvajati. Tako je
Vcosx2 = (f o goh)(x) kompozitum funkcij f(x) = \/x, g(x) = cosx in h(x) = x2. Zato je
po odvod enak

(\/cosx2>/ = 2\/(:1)57. (cosx2>/ =
= ! (—sinx?) - (xz)/ =

2/ cos x2
1 . 2 x sin x?
= ———-(—sinx") -2x = — .
24/ cos x2 ( ) Vv cos x?

PRIMER 3.2.11. Odvajaj funkciji cos x in tan x.

RESITEV: Ker Ze znamo odvajati funkcijo sinx (primer , lahko s pomocjo funkcije sin x
odvajamo tudi funkcijo cos x. Funkcijo cos x izrazimo kot cos x = sin (5 — x) (stran|1) in s pomocjo

pravila E izracunamo
(cosx) = (sin (E—x»l—cos (E—x) (E—x)/—
B 2 - 2 2 B

= cos (g —x) -(=1) = —cos (g —x) = —sinx.

Tangens je definiran kot kvocient funkcij sin x in cos x, zatorej ga odvajamo po pravilu :
. /
sin x
(tanx)’ = < ) =

Ccos x

(sinx)’cosx —sinx(cosx)’

(cos x)2
_ cosxcosx —sinx(—sinx) 1
B cos? x ~ cos?x’

S tem smo pokazali, da velja

(cosx) = —sinx
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n

1

tanx) = ——.
( ) cos? x

PRIMER 3.2.12. Oduvajaj funkcijo a* pri poljubni osnovi a > 0.

RESITEV: Ker poznamo Ze odvod funkcije e*, preoblikujmo a* v
a* = 98 at _ e¥loga

Sedaj lahko odvajamo e¥1°8 kot kompozitum funkcij

/ X
(a*) = (e"l‘)g”> = ¢¥1987 . (xloga)' = €8 .loga = a* loga.

(a*) = a* -loga.

Izkaze se, da je za odvedljivo in bijektivno funkcijo f njen inverz tudi odvedljiva funkcija.
Izra¢unamo ga po naslednji formuli:

= )

kjery = f(x)in f'(y) # 0. V praksi to pomeni, da za funkcijo f, kijo Zelimo odvajati, pois¢emo
njen inverz. Ceje f'(x) # 0in (f~1)'(f(x)) # 0, potem po izratunamo

4)
kjer y = f(x).
PRIMER 3.2.13. Odvajaj funkcijo f(x) = log x.

RESITEV: Logaritemska funkcija f(x) = logx je definirana kot inverz funkcije f~1(x) = e*.
Vemo, da je (f~1)' (x) = e* in zato po @) sledi (log x)' = -~ = L. Velja torej

elogx

1
/—7
(logx) = -

N

Ce izberemo logaritemsko funkcijo pri drugi osnovi, povsem enako pokaZemo, da velja
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/_ 1
~ xloga’

(log, x)

PRIMER 3.2.14. Odvajaj funkcijo g(x) = arcsin x.

RESITEV: Funkcija g(x) = arcsin x je definirana kot inverz funkcije g~ (x) = sin x. Vemo, da je
(871)/ (x) = cos x in zato po (@) sledi
1 1 1

cos(arcsinx) V1 — (sin(arcsinx))2 V1 —x2’

(arcsinx)’ =

S tem smo pokazali, da velja

(arcsinx)’ =

V1—a2

Prav tako lahko s pomo¢jo inverzne funkcije pokaZzemo, da velja

1

tanx) = :
(arctan x) T

3.2.3. Visji odvodi. Najbo funkcija f: D — IR odvedljiva na nekem obmocju D. Oglejmo
si funkcijo f': D — R. Ceje tudi odvod f’ odvedljiva funkcija, potem je f dvakrat odvedljiva na
D, odvod funkcije f’ zapiSemo kot

f(x) = (f (%))
in ga imenujemo drugi odvod funkcije f. Ta nam pove, kako hitro se spreminja odvod f’ funkcije
f. Najbolj znan primer drugega odvoda je pospesek, ki je definiran kot odvod hitrosti gibanja
delca. Ce funkcija f opisuje gibanje delca v odvisnosti od ¢asa, potem je odvod f” hitrost delca
ob ¢asu x, drugi odvod f” pa pospesek delca ob asu x.

PRIMER 3.2.15. Izracunaj drugi odvod funkcije f(x) = cos x.

RESITEV: Ce najprej odvajamo funkcijo f, je njen odvod po enak f'(x) = —sinx. Da bi
izracunali drugi odvod, moramo nadalje odvajati funkcijo f'. Po in @ velja

" (x) = (f'(x)) = (—sinx)’ = —(sinx)’ = —cos x.

Ce je funkcija f”: D — R odvedljiva, potem je f trikrat odvedljiva na D, funkcijo

f(x) = (f"(x)
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pa imenujemo tretji odvod funkcije f. Ce lahko funkcijo f n-krat odvajamo na D, potem pra-
vimo, da je funkcija f n-krat odvedljiva na D, n-ti odvod funkcije f pa oznatimo z f(") in ga
rekurzivo definiramo kot

f @) = (F" V@)

Funkcije, ki jih lahko poljubnokrat odvajamo, imenujemo neskoncnokrat odvedljive funkcije.

PRIMER 3.2.16. Izracunaj sto enajsti odvod funkcije f(x) = cos x.

RESITEV: V primeru|3.2.15|smo videli, da velja

f'(x) = —sinx
ter
f"(x) = — cosx.
Ce nadaljujemo z odvajanjem, dobimo
O (x) =sinx F7) (x) = sinx
FH(x) = cosx 8 (x) = cosx
B (x) = —sinx O (x) = —sinx
O (x) = —cosx FI0(x) = —cosx

Opazimo, da se odvodi ponavljajo s periodo 4. Ker daje 111 ostanek 3 pri deljenju s 4, velja
fI (x) = fO)(x) = sinx.

3.3. Uporaba odvoda

3.3.1. Linearna aproksimacija. Denimo, da poznamo vrednost funkcije f v tocki xp, ne
poznamo pa vrednosti v bliznji to¢ki xg + h. Na primer, dobro vemo, da je v/4 = 2, ne po-
znamo pa vsi na pamet v/4.03. Naga prva misel je, da je v/4.03 priblizno enak v/4 = 2. Pa
vendar lahko naredimo boljSo oceno. V tem razdelku si bomo ogledali, kako ocenimo vre-
dnost funkcije s pomocjo prvega odvoda.

Oglejmo si sliko.

y

flxo) + fl(xo)h {=----=----mmm- g
flxo+h) f--------------/ ¥~

Fxg) fm-mmmmmm g
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Dejanske vrednosti funkcije f(xo + &), oznatene z modro piko, ne poznamo. Ker se tan-
genta T na graf y = f(x) v to¢ki x( dotika grafa funkcije v tocki x, se graf funkcije in tangenta
T dobro ujemata v tockah blizu xy. Za majhne / je torej rdeca to¢ka na tangenti T dovolj blizu
modri tocki na grafu funkcije f.

Tangenta T gre skozi tocko (xo, f(x0)), njen koeficient pa je enak odvodu funkcije f v tocki
xo, torej f’(xp). Zato je enalba tangente T enaka y — f(x9) = f'(xo)(x — xp), oziroma

y = f(x0) + f'(x0) (x — xo)-
Vrednost, ki jo tocka xg + /1 doseZe na tangenti T, je na sliki oznacena z rde¢o piko in je enaka
f(x0) + f'(x0)h. Ta vrednost je pri majhnih prirastkih / pribliZzno enaka vrednosti f(xo + h).

Pri majhnih £ je
fxo + 1) = f(x0) + f'(x0)h.

PRIMER 3.3.1. Priblizno izracunaj /4.03.

RESITEV: [s¢emo priblizek funkcije f(x) = /x v tocki xo +h = 4.03. Ker poznamo vrednost
funkcije f za x = 4, izberemo xo = 4 in h = 0.03. Po formuli je

f(4.03) = f(4) + f'(4) - 0.03.
Ker velja f'(x) = (x%)/ = %x_% = ;W,jef’(ll) = 1. Sledi

V4.03 = £(4.03) =2+

—_

1 0.03 = 2.0075.
Ce izraunamo vrednost \/4.03 s pomocjo racunala, je ta na proih enajst decimalnih mest enaka +/4.03 =
2.00748598999.

Ugotovili smo, da se produkt f’(x)h pri majhnih /i dobro ujema s prirastkom funkcije
f(x+h) — f(x). Namesto prirastka h piSemo tudi dx. Pri tem koli¢imo dx imenujemo diferen-
cial neodvisne spremenljivke x. Za y = f(x) definiramo

dy = f'(x)dx, ®)
pritem pa dy = f'(x) dx imenujemo diferencial odvisne spremenljivke ali tudi diferencial funk-
cije f .
Pri tem je dy odvisen tako od x kot diferenciala dx. Na primer, e je y = x3, potem je
dy = 3x? dx.

BoljSe ocene vrednosti funkcij v bliZnjih to¢kah bi lahko dobili s pomoc¢jo aproksimacije z
vigjimi odvodi. Ce bi v formulo dodali sumand, ki vklju¢uje tudi drugi odvod funkcije f,
bi dobili $e natan¢nej$o vrednost za f(xo + h):

Fxo-+h) = f(x0) + (o) + 3 f" (xo)l

IzkaZe se, da s pravilnim dodajanjem sumandov visjih odvodov dobimo zaporedje polinomov

Palo 1) = F(x0) + F/(xo)h+ o (ko) 4 5 f ) (xo) 4.+ ) (o),
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ki ¢edalje bolje aproksimirajo vrednost f (xo + /). Te polinome imenujemo Taylorjevi polinomi in
z njihovo pomodjo nam ra¢unala in ra¢unalniki na Zeljeno $tevilo decimalnih mest izra¢unajo

o s . 3/
iracionalna $tevila, kot na primer e°s V12,

3.3.2. Narascanje in padanje funkcij. Spomnimo se, da nam odvod funkcije f v dani
to¢ki xg predstavlja smerni koeficient tangente na graf funkcije y = f(x) v tocki xp. Ce je
torej funkcija f v tocki xp narascajoca, ima njena tangenta pozitiven koeficient. Podobno, ¢e je
funkcija f v tocki xy padajoca, ima tangenta negativen koeficient.

Zato lahko za odvedljivo funkcijo f: (a,b) — R povemo naslednje:

Ceje v tocki xg € (a,b) vrednost odvoda f’(xq) > 0, je funkcija f v tocki xg
narad¢ajoca. Ceje f'(xp) < 0, je funkcija f v tocki xo padajota.

1222,
RESITEV: Najprej izracunajmo odvod funkcije
F(x) = 122% — 1242 — 24x = 12x(x? — x —2) = 12x(x — 2)(x + 1).
Le-ta je polinom tretje stopnje in lahko spremeni predznak le v svojih niclah x1 = 2, xp = 0in x3 = —1.
Ker je vodilni koeficient pozitiven, za x > 2 velja f'(x) > 0, nato pa v vsaki nicli funkcija f' spremeni
predznak, saj so vse nicle enojne. Torej je

e f'(x) > 0 (in tu funkcija narasca) za x € (—1,0) U (2, 00) in
e f/(x) < 0 (in tu funkcija pada) za x € (—o0,—1) U (0,2).

Kaj lahko povemo o totkah xo, kjer je f'(xp) = 0, si bomo ogledali v naslednjem razdelku.

3.3.3. Stacionarne tocke in ekstremi funkcij. To¢ke xg, v katerih je vrednost odvoda
enaka ni¢, bomo imenovali stacionarne tocke. Taksne tocke igrajo pomembno vlogo pri do-
lo¢anju maksimumov in minimumov funkcij, ki jih potrebujemo pri optimizacijskih nalogah.
Najprej definirajmo, kaj so lokalni ekstremi funkcij. Lokalni maksimum je taksna tocka xq, da je
vrednost funkcije f(xg) v to¢ki x¢ vedja ali enaka od vrednosti funkcije f(x) za tocke x, ki so
dovolj blizu x¢. Ali formalno:

Funkcija f ima v tocki xq lokalni maksimum, ¢e obstaja tak § > 0, da je

f(x) < f(x0)

zavsak x € (xg —,x9+96).

Ce je pri tem neenacaj strogi, tj. f(x) < f(xo) za vsak x € (xo — 6, xg + ), pravimo, da je v
tocki x( strogi lokalni maksimum. Podobno definiramo lokalni minimum kot to¢ko, v kateri je
vrednost funkcije manjsa ali enaka od vrednosti funkcije v bliznjih to¢kah.

Funkcija f ima v tocki xq lokalni minimum, ¢e obstaja tak § > 0, da je

f(x) = f(x0)

zavsak x € (xg —,x9+6).
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Ce je pri tem neenacaj strogi, tj. f(x) > f(xo) za vsak x € (xo — 6, %9 + 8), pravimo, da je v
tocki x( strogi lokalni minimum.

Lokalne maksimume in lokalne minimume funkcije imenujemo lokalni ekstremi funkcije,
stroge lokalne maksimume in stroge lokalne minimume funkcije pa strogi lokalni ekstremi
funkcije,

Funkcije imajo lahko veliko lokalnih ekstremov. Ni pa nujno, da v lokalnih ekstremih
dosezejo tudi svojo najvecjo ali najmanjsSo vrednost.

Funkcija f: Dy — R ima v tocki xq globalni maksimum, Ce velja

f(x) < f(xo)

za vsak x € Dy. Podobno ima f globalni minimum v tocki xo, ¢e velja

f(x) = f(x0)

zavsak x € Df.

Globalne maksimume in globalne minimume funkcije imenujemo globalni ekstremi funkcije.

PRIMER 3.3.3. Narigi grafe funkcij f(x) = x%, g(x) = 28, h(x) = 23 — x, k(x) = |x| in
I(x) = cos x ter ugotovi, ali imajo funkcije lokalne ali globalne ekstreme.

RESITEV: Funkcija f(x) = x? ima v tocki xo = 0 lokalni in globalni minimum, saj za vse x velja
f(x) > 0. Podobno velja tudi za funkcijo k(x) = |x|, da je njen lokalni (in globalni) minimum v tocki
xo = 0, saj za vse x velja h(x) > 0.

U

flx) =2 k(x) = x|
Funkcija g(x) = x3 nima globalnih ekstremov, saj ni niti navzgor niti navzdol omejena. Ker je
narascajoca, tudi nima lokalnih ekstremov. V nasprotju z njo pa lahko iz grafa funkcije h razberemo,
da ima funkcija h(x) = x3 — x dva lokalna ekstrema, en lokalni maksimum in en lokalni minimum.
Nobeden od teh pa ni globalni ekstrem, saj je funkcija h polinom lihe stopnje, ki narasca in pada preko
vseh meja. Zatorej h nima globalnih ekstremov.
Y Y
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Funkcija 1(x) = cos x ima neskoncno lokalnih minimumov in neskoncno lokalnih maksimumov, ki
so vsi tudi globalni ekstremi.

/‘\/f\/’\x
N W N

Na strani [46] smo spoznali, da zvezna funkcija na zaprtem intervalu zavzame vse svoje
vrednosti med globalnim minimumom m in globalnim maksimumom M. Ni¢ pa $e nismo po-
vedali, kako vrednosti m in M izra¢unati. V primeru 3.3.3|lahko opazimo, da imata odvedljivi
funkciji f in h v svojih lokalnih ekstremih vodoravni tangenti. Zatorej so odvodi f'(0), h'(x1)
in 1/ (xy), kjer sta x7 in x; to¢ki, v katerih ima funkcija / lokalni ekstrem, vsi enaki 0. Naslednji
izrek pravi, da je to splogno res za vse odvedljive funkcije. Ce ima namre¢ odvedljiva funkcija
f v togki x( lokalni ekstrem, potem v tej to¢ki niti ne naras¢a, niti ne pada. Ker ne naras¢a, po

sledi, da je f'(x9) < 0. Ker ne pada, pa po isti trditvi velja, da je f'(xg) > 0. Sledi, da
mora biti f/(xp) = 0.

Ce za funkcijo f v to¢ki xo obstaja njen odvod in ima f v xo lokalni ekstrem,

potem je f'(xg) = 0. =L

Z drugimi besedami: ¢e Zelimo poiskati lokalne ekstreme odvedljive funkcije f, jih mo-
ramo iskati med tockami, v katerih ima odvod f’ funkcije f ni¢le.

Stacionarna (ali kriticna) tocka funkcije f je takSna tocka xg € Dy, za katero velja

f'(x0) = 0.

V stacionarni tocki je torej koeficient tangente enak 0 in zato je tangenta na graf vodoravna.
Izrek pove, da ¢e Zelimo iskati lokalne ekstreme odvedljive funkcije, jih moramo iskati

med stacionarnimi to¢kami. Posebej pazimo na to, da izrek @ ne pove, katere od stacionar-

nih tock so tudi lokalni ekstremi. Niti nam ne pove, kje ima lahko funkcija lokalne ekstreme v
totkah, v katerih odvod ne obstaja. Na primer, funkcija k(x) = |x| ima v tocki xo = 0 lokalni
minimum. Pa vendar to¢ka xop = 0 ni stacionarna tocka, saj funkcija k ni odvedljiva v xg = 0.
Poglejmo si nekaj primerov.

PRIMER 3.3.4. Pois¢imo stacionarne tocke funkcije h(x) = x° — x.

RESITEV: Stacionarne tocke funkcije h so nicle odvoda h' (x) = 3x* — 1. Resitvi enacbe h'(x) = 0,
oziroma 3x> — 1 = 0, sta dve: x; = % ter xo = —\%. Torej sta x1 in x, stacionarni tocki funkcije h.

V primeru smo videli, da ima funkcija h dva lokalna ekstrema. Ker je po vsak lokalni ekstrem
tudi stacionarna tocka, morata biti x1 in x, tudi lokalna ekstrema funkcije h.

PRIMER 3.3.5. Pois¢imo stacionarne tocke funkcije g(x) = x.
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RESITEV: Stacionarne tocke funkcije ¢ so nicle odvoda g'(x) = 3x?, torej je edina stacionarna
tocka x = 0. V primeru smo videli, da 0 ni lokalni ekstrem funkcije g kljub temu, da je 0
stacionarna tocka. To pomeni, da obrat izreka ne velja, ni vsaka stacionarna tocka tudi lokalni
ekstrem.

3.3.4. Globalni ekstremi. Velikokrat se sre¢ujemo s problemom, ko je potrebno poiskati
najvegjo ali najmanjso vrednost odvedljive funkcije na zaprtem intervalu [a, b]. To pomeni, da
is¢emo globalne ektreme funkcije na intervalu [a, b].

Oglejmo si torej zvezno funkcijo f: [a,b] — R, ki je odvedljiva na (a,b) in se vprasajmo,
kje ima svoje globalne ekstreme.

y
M,,
: m : X
a b

Opazimo, da je ena moZznost, da ima funkcija globalni ekstrem v lokalnem ekstremu, kot
ima na primer funkcija x? svoj globalni minimum v to¢ki 0. Druga moZnost je, da ga ima
na robu intervala, kot na primer ima funkcija x? svoj globalni maksimum na robu intervala.
Drugje funkcija ne more imeti globalnega ekstrema.

Da bi dologili globalni ekstrem odvedljive funkcije f: [a,b] — R, lahko naredimo
sledece:
(1) Dolo¢imo vse stacionarne tocke xi, xp,..., X5 funkcije f in izratunamo vre-
dnosti funkcije f v stacionarnih tockah: f(x1), f(x2),..., f(xs).
(2) Dolo¢imo vrednosti f(a) in f(b) funkcije na robu obmodja.
(3) Izberemo najvedjo in najmanj$o vrednost med vsemi vrednostmi f(x7),

f(x2),..., f(xs), f(a) in f(D) iz totk (1) in (2).

PRIMER 3.3.6. Ob reki je velik travnik, na katerem Zeli kmet ograditi pravokotno obmocje za paso
svojih ovc. Na voljo ima dovolj materiala za postavitev 200m dolge ograje, pri tem pa mu ni potrebno
ograditi strani ob reki. Koliko naj bo dolgo in koliko Siroko pravokotno obmocje, ki ga naj kmet ogradi,
da bodo imele ovce kar najvecjo povrsino za paso?

200 — 2x
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RESITEV: Naj bosta stranici pravokotnika, ki sta pravokotni na reko, dolZine x. Ker lahko kmet
porabi 200m ograje, mu bo preostalo 200 — 2x metrov ograje za stranico pravokotnika, ki je vzporedna
z reko. PlosCina ograjenega obmocja je enaka

p(x) = (200 — 2x)x = 200x — 2x2,
kjer je x lahko poljubno realno $tevilo z intervala [0,100]. IS¢emo tak x, da bo plos¢ina najvecja mozna.
Za dolocitev globalnega maksimuma funkcije p potrebujemo njene stacionarne tocke. Ker je
p'(x) =200 — 4x,

je stacionarna tocka funkcije p enaka x = 50. Ker je p(0) = 0 in p(100) = 0, je stacionarna tocka
x = 50 globalni maksimum funkcije p. Zatorej mora kmet ograditi pravokotnik dolZine 100m in Sirine
50m, da bo ploscina ograjenega obmocja najvecja mozna.

PRIMER 3.3.7. Dolocimo najvecjo in najmanjso vrednost funkcije f(x) = x>+ 3x% — 24x na

intervalu [—8, 4].
y

RESITEV: Globalne ekstreme odvedljive funkcije izberemo izmed
vrednosti funkcije v stacionarnih tockah in na robu obmocja.
(1) Odvod funkcije f je
f(x) = 3x% +6x — 24 = 3(x +4)(x — 2).
Stacionarne tocke funkcije f so v niclah odvoda f', torej ima
funkcija f dve stacionarni tocki: x1 = —4in xp = 2. Funk-
cijski vrednosti v stacionarnih tockah pa sta
f(—4) =80 ter f(2) = —28.
Ti dve vrednosti sta oznaceni na grafu z modrima pikama.
(2) Funkcijski vrednosti na robu obmocja sta
f(—8) = —128in f(4) = 16.

Ti dve vrednosti sta oznaceni na grafu z oranZnima pikama.
(3) Najvecja izmed zgoraj izvacunanih funkcijskih vrednosti je
tako f(—4) = 80, najmanjsa pa f(—8) = —128.
Sledi, da je najvecja vrednost funkcije f na intervalu [—8,4]
enaka 80, najmanjsa pa —128.

50

—50

—100

3.3.5. Klasifikacija lokalnih ekstremov funkcij. Pogosto Zelimo ugotoviti, kaksne vrste
je stacionarna to¢ka. Spomnimo se , da je vsak lokalni ekstrem tudi stacionarna toc¢ka. Zato
nas bo zanimalo, ali v dani stacionarni to¢ki funkcija zasede svoj lokalni maksimum, lokalni
minimum ali ni¢ od omenjenega.

Poglejmo si graf funkcije f(x) = x3 + 3x? — 24x iz primera Izrac¢unali smo stacio-
narni tocki x; = —4in xp = 2 inna grafu lahko vidimo razliko med njima. Levo od stacionarne
tocke x; = —4 funkcija narasca, desno pa pada. Za stacionarno tocko x, = 2 pa velja ravno
obratno, levo od nje funkcija pada, desno pa narasca. Zato je v —4 lokalni maksimum, v 2 pa
lokalni minimum funkcije f.

Povsem podobno bi sklepali za stacionarne tocke poljubne funkcije, tudi ¢e nimamo na-
risanega njenega grafa. Namre¢, ¢e za stacionarno tocko xy odvedljive funkcije velja, da za
x < xg funkcija naras¢a, za x > xq pa funkcija pada, potem je v tocki x¢ lokalni maksimum.
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Podobno, ¢e za stacionarno tocko xg odvedljive funkcije velja, da za x < xp funkcija pada, za

x > xp pa funkcija narasca, potem je v tocki xg lokalni minimum.
y y

f <o f >0

f'>0 "<0

/ \

\% smo ugotovili, da narasc¢anje in padanje funkcij ra¢unsko najlazje dolo¢imo s po-
modjo predznaka prvega odvoda funkcije. Torej sklepamo naslednje:

Naj bo xg stacionarna tocka odvedljive funkcije f.
e Ce se predznak f' v to¢ki xq spremeni iz pozitivnega v negativnega, potem
ima funkcija f v tocki xp lokalni maksimum.
e Ce se predznak f’ v to¢ki xg spremeni iz negativnega v pozitivnega, potem
ima funkcija f v to¢ki xy lokalni minimum.
e Ce se predznak f’ v to¢ki xy ne spremeni, potem funkcija f v to¢ki xo nima
lokalnega ekstrema.

f'>0 f<0

f >0

PRIMER 3.3.8. Ugotovi, ali ima funkcija f(x) = 3x* — 4x3 — 12x? lokalne ekstreme in doloci,
kaksni so.
RESITEV: Kot smo Ze izracunali v primeru je odvod funkcije f enak
f(x) = 12x% — 124 — 24x = 12x(x — 2)(x + 1).

Ker je vsak lokalni ekstrem tudi stacionarna tocka, iSemo lokalne ekstreme le med stacionarnimi toc-
kami, ki so x1 = 2, x; = 0in x3 = —1. V primeru smo tudi ugotovili predznak funkcije f' na
posameznih intervalih med njenimi niclami.

/
f - + - +
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Ker se v stacionarnih tockah —1 in 2 predznak f' spremeni iz negativnega v pozitivnega, sta —1 in
2 lokalna minimuma funkcije f. Ker se v stacionarni tocki O predznak f' spremeni iz pozitivnega v
negativnega, je 0 lokalni maksimum funkcije f.

3.3.6. Konkavnost in konveksnost funkcij. Tudi ¢e dve funkciji obe naras¢ata, lahko na-
raScata precej razli¢no. Z drugim odvodom bomo dolo¢ili, kako se dana funkcija krivi.
Oglejmo si dva grafa funkcij na intervalu [a, b].
y v

a b a b
konveksna funkcija konkavna funkcija

Prva krivulja lezi pod premico skozi to¢ki (a, f(a)) in (b, f()) (ki jo imenujemo sekanta grafa),
druga pa nad njo. Informacijo o taksni ukrivljenosti lahko dolo¢imo iz drugega odvoda.

Funkcija je konveksna na intervalu [a, b], ¢e lezi graf funkcije pod sekanto grafa skozi
tocki (a1, f(a1)) in (b, f(b1)) na vsakem podintervalu [a1,b1], a < a; < by < b. Funk-
cija je konkavna na intervalu [a, b], &e lezi graf funkcije nad sekanto grafa skozi to¢ki
(a1, f(a1)) in (b f(b1)) na vsakem podintervalu [a,b1],a < a; < b; <b.

Tocki, v kateri se krivulja spremeni iz konveksne v konkavno ali obratno, pravimo
prevoj.

Ceje na nekem intervalu (a, b) drugi odvod f" pozitiven, je funkcija f’ naras¢ajo¢a. To po-
meni, da se naklon tangent na graf od to¢ke a do to¢ke b ves ¢as povecuje. Tak primer krivulje
je narisan na zgornjem levem grafu. Podobno opazimo, da je desni graf ¢edalje bolj poloZen,
dokler naras¢a, kar pomeni, da so tudi tangente vse manj strme. Zato je f’ padajoca funkcija
in posledi¢no velja f” < 0. Sedaj lahko preprosto ugotovimo, ali je funkcija konveksna ali
konkavna na nekem intervalu.

Za dvakrat odvedljivo funkcijo f: (a,b) — R velja:
e Ceje f'(x) > 0zavsex € (a,b),je f konveksnana (a,b),
e Ceje f'(x) <0zavsex € (a,b),je f konkavna na (a,b).

PRIMER 3.3.9. Doloc¢i obmocja konveksnosti in konkavnosti funkcije f(x) = k’%.
RESITEV: Najprej opazimo, da je Dy = (0,00). Za dolocitev konveksnosti potrebujemo drugi
odvod funkcije. Odvajajmo torej po pravilu za odvajanje kvocienta :

%ﬁ—longlﬁ _ 2—logx

3
X 2x2

flx) =
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in e enkrat

F1(x) = -1 2x — (2 —logx) . 3x2 _ —8+3logx
4x3 X3 )

Imenovalec je vedno pozitivno stevilo. Zato je funkcija konveksna natanko tedaj, ko je stevec —8 +

3log x pozitivno stevilo, torej, ko je logx > %. Ker je logaritem narascajoca funkcija, je ta pogoj

ekvivalenten pogoju, da je x > e3. Torej je funkcija konveksna za x € (e%,oo) in konkavna za
X e (O,e§>.

Sedaj, ko vemo, kaj nam drugi odvod funkcije pove o tem, kako se graf funkcije v dani
tocki krivi, lahko tudi s pomo¢jo drugega odvoda ugotovimo, kaksna je stacionarna tocka.
Namre¢, e je v stacionarni to¢ki funkcija konveksna, potem je v tej tocki lokalni minimum. Ce
je v stacionarni tocki funkcija konkavna, potem ima v tej tocki lokalni maksimum. Tako smo
dobili naslednjo klasifikacijo stacionarnih tock.

Naj bo xy € Dy stacionarna tocka dvakrat odvedljive funkcije f. Funkcija f
ima v tocki xg
e lokalni minimum, ¢e je f”(x¢) > 0in
e lokalni maksimum, ¢eje f”(x) < 0.

V primeru, ko je x¢ stacionarna to¢ka in je vrednost drugega odvoda enaka 0, potrebujemo
vrednosti visjih odvodov v tocki x(, da ugotovimo, kaksna je stacionarna tocka.

PRIMER 3.3.10. Dolo¢i lokalne ekstreme funkcije f(x) = hz%x.
RESITEV: Za doloCitev lokalnih ekstremov najprej potrebujemo stacionarne tocke, torej nicle odvoda
2 —logx
fi) = =287
2x2

(ki smo ga izraCunali Ze v primeru . Stacionarna tocka je torej tocka xo, v kateri velja 2 — log x =
0, oziroma xg = €>.
Namesto, da bi ugotovili, ali in kako se spremeni predznak prvega odvoda v stacionarni tocki, lahko

testiramo le predznak drugega odvoda f" (x) = ﬂg}(’gx v stacionarni tocki xo = e2. Ker je
x2
_ log &2 —
f”(ez): 8+3;)ge _ 8;_6:—2675<0,
() ‘

je po v tocki xg = e? lokalni maksimum.

3.3.7. L'Hospitalovo pravilo. Pogosto imamo opravka z nedefiniranim izrazom v obliki
ulomka. Na primer, ko ra¢unamo limito kvocienta, kjer se tako Stevec kot imenovalec v limiti

oba priblizujeta 0. V tem primeru ne moremo uporabiti pravila , saj je limita imenovalca
enaka 0. Se vedno pa lahko limita kvocienta obstaja. Eden izmed priro¢nih na¢inov, kako jo

izratunamo, je ’Hospitalovo pravilo. Ce sta tako stevec kot imenovalec odvedljivi funkciji,
potem velja naslednji izrek.
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Naj bosta f in g odvedljivi funkciji in naj bo ¢’(x) # 0 na nekem odprtem
intervalu okoli 4 (razen morda v a). Ce velja
lim f(x) = limg(x) = 0,
potem je
/!
fo ) f )
X—a

g(x)  x=ag(x)

Dokaz 1'Hospitalovega pravila ni enostaven, zato ga bomo tu opustili. Namesto njega si
oglejmo nekaj zgledov njegove uporabe.

log x
x2 -1

PRIMER 3.3.11. Izracunaj limito lim
x—1

log x
x2—1

RESITEV: Tako stevec kot imenovalec ulomka sta odvedljivi funkciji in lirr} logx = lirr% (x*—1) =
X— X—
0. Uporabimo I’Hospitalovo pravilo @, ki pravi, da je
. logx . (logx)
\ = lim 52—
P21 e (2—1) adi2x 2

Spomnimo se, da smo v primeru [2.2.9 geometrijsko pokazali, da je linb % = 1. Nare-
xX—
dimo to sedaj Se s pomocjo 'Hospitalovega pravila .
PRIMER 3.3.12. Izracunaj limito lim smE
x—=0 X
RESITEV: Tako stevec kot imenovalec ulomka % sta odvedljivi funkciji. Poleg tega je lin}) sinx =
X—

1 _ 10 ' Hospi . Kt o
0in lim x 0, zato lahko uporabimo I’Hospitalovo pravilo 0 pravi, da je

. . ,
. sinx . sin x . cosXx

lim = lim ( /) = lim =cos0=1.
x—0 X x—0 (x) x—0 1

Podobno kot @ velja I'Hospitalovo pravilo tudi, ko tako $tevec kot imenovalec narascata
preko vseh meja.

Naj bosta f in g odvedljivi funkciji in naj bo g’(x) # 0 na nekem odprtem
intervalu okoli a (razen morda v a). Ce velja
lim f(x) = limg(x) = +oo,
potem je
!
lim f(x) = lim f (x)
x—ag(x)  x—a g'(x)
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Obe pravili in veljata tudi za enostranski limiti ter tudi ko gre x — +oo.

log x

PRIMER 3.3.13. Izracunaj xh_r)ro\o Nk

RESITEV: Zopet moramo najprej preveriti, da so izpolnjeni pogoji za uporabo I’'Hospitalovega
pravila. Tako Stevec logx kot imenovalec \/x sta odvedljivi funkciji in velja lgrl logx = oo ter
X—00

xlggﬁ = oo, Zato]epo@

/ 1
lim log x = lim (log x) = lim X = lim
X—0

X—00 \/E X—00 (\/})/ X—00 # =0.
X

Sl

V obeh I’'Hospitalovih pravih pa moramo posebej paziti, da ju ne uporabljamo, ¢e predpo-
stavke niso izpolnjene. Vedno se namre¢ morata tako Stevec kot imenovalec oba priblizevati 0
ali pa oba pribliZzevati too.

3.3.8. Risanje grafov. Vse znanje o funkcijah in njihovih odvodih lahko uporabimo za
natan¢neje risanje grafov funkcij. Za izris grafa funkcije f: Dy — R lahko upostevamo na-
slednje:

(1) Dolo¢imo definicijsko obmocje Dy, ni¢le ter obnaSanje funkcije na robu definicijskega
obmogdja.

(2) Izratunamo odvod f’. Nicle odvoda nam dolo¢ajo stacionarne tocke, predznak pa
obmodja naras¢anja in padanja.

(3) Izratunamo drugi odvod f”. Predznak f” nam pove, kje je funkcija f konveksna in
kje konkavna.

log x

PRIMER 3.3.14. Narisimo graf funkcije f(x) = Nk

RESITEV: Definicijsko obmocje funkcije f so vsa pozitivna stevila, saj za nepozitivna stevila x ne
moremo izracunati vrednosti log x. Torej je Dy = (0, 00).

Funkcija f ima niclo v tocki x, kjer je log x = 0 oziroma ekvivalentno, ko je x = 1.

Kako se funkcija f obnasa na robu svojega definicjskega obmocja? Ko gre x — oo, je xlg]go f(x)=0,
kot smo izracunali v primeru Ko gre x ™\, 0, gre stevec proti —oo, imenovalec pa je pozitiven in
gre proti 0. Zato je chli‘l’(l)f(x) = —oo.

Iz primera vemo, da je
fix) = 221082
2x2
ter da ima funkcija f lokalni maksimum v xo = €2, torej v tocki (€2, %) Imenovalec odvoda je vedno
pozitiven, zato je f'(x) > 0 natanko tedaj, ko je 2 —log x > 0. Ekvivalentno je logx < 2, oziroma
x < e?. Sledi, da funkcija naras¢a na intervalu (0, e*) in pada na (€2, ).
V primeru smo izracunali, da je f konkavna na intervalu (O,e%) in konveksna na intervalu

(e%, 00). Zatorej se pri x = e3 krivulja spremeni iz konveksne v konkavno.
S temi podatki lahko sedaj narisemo graf funkcije f.
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POGLAVJE 4

Integral

V Poglavju [3[smo s pomogjo limite definirali odvod funkcije in predstavili njegovo Siroko
uporabo za raziskovanje lastnosti funkcij. V tem poglavju bomo spoznali nov pojem, to je
integral. Natanc¢neje, spoznali bomo dve vrsti integralov. Iskanje nedolotenega integrala je
obratni postopek kot odvajanje, nedoloc¢eni integral dane funkcije f bomo namre¢ definirali
kot funkcijo, katere odvod je enak f. Doloceni integral pa bomo definirali geometrijsko, kot
plos¢ino obmodja pod krivuljo. Torej je nedoloceni integral funkcije funkcija, doloceni integral
funkcije pa Stevilo. Kljub navidezni nepovezanosti pojmov bomo predstavili zvezo med njima
ter primere uporabe.

4.1. Nedoloé¢eni integral

4.1.1. Definicija in osnovne lastnosti. Za dano funkcijo f: D — R, kjer je D C R odprt
interval, bi radi nasli neko funkcijo F, katere odvod je f.

Ce za funkcijo F: Dy — Rvelja
F'(x) = f(x)

za vse x iz definicijskega obmocja Dy funkcije f, potem funkcijo F imenujemo nedo-
loceni integral funkcije f. PiSemo:

F(x) = / F(x) dx.

Pri tem nam simbol diferenciala dx na koncu integrala pove, da integriramo funkcijo f po
spremenljivki x.

Nedoloteni integral je torej obratna operacija k operaciji odvajanja funkcij. Ce je funkcija
f odvod funkcije F, potem je F nedolo¢eni integral funkcije f. Na primer, ker je (x3)" = 3x2,
piSemo

3= / 3x? dx.
Hkrati velja tudi (x° 4 2)" = 3x2, zato je tudi
B42= /Bx2 dx.

Velja tudi v splosnem: &eje F/(x) = f(x), potem je tudi (F(x) + C)" = F'(x) = f(x) za vse
konstante C € R. Zato nedoloceni integral ni enoli¢no definirana funkcija.

Ce sta F in G oba nedolotena integrala funkcije f, potem nas zanima, v kaksni zvezi sta.
Ceje F' = G' = f, potemje (F — G)' = F/ — G’ = 0. Funkcija F — G je torej funkcija, katere
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odvod je v vsaki tocki enak 0, oziroma povedano drugace, v vsaki tocki je tangenta na graf
vodoravna. Zatorej ni tezko verjeti, da je F — G konstantna funkcija.

Ce je F nedoloceni integral funkcije f, potem je vsak nedologeni integral G

funkcije f enak
G(x) =F(x)+C

za neko konstanto C € R.

Spomnimo se, da smo v razdelkuporaéunali odvode elementarnih funkcij. Ker po

velja (x”‘“)/ = (a 4 1)x"* za vsako realno $tevilo a, je tudi

/
( 1 xzx+1> — xtxl
a+1

Cejele a # —1. Po definiciji nedolo¢enega integrala velja

1
/x“dxz—“Jrlx“H—l—C, 35

Kjer je C € R ter &« # —1 poljubno realno stevilo.
Ceje « = —1, nas Se zanima, kolikoje [x~!dx = [ 1 dx. Ceje x > 0, potem po velja

(logx)' = 1. Ceje x < 0, potem je (log(—x))" = L. - (—1) = 1. Zato za vsak neni¢eln x € R

—x
velja (log |x|)’ = 1 in tako sledi

1
/;dleog\x|+c. 3G

Ce ostala pravila za ratunanje odvodov iz razdelka [3.2] preberemo drugace, lahko zapi-
$emo naslednjo tabelo elementarnih integralov:

/exdx = +C

/cosxdx = sinx+C

/sinxdx = —cosx+C
/codsix = tanx+C
/dix = arcsinx + C
J V1=
dx

T2 = arctanx +C
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4.1.2. Pravila za ratunanje nedologenih integralov. Ce za dano funkcijo f poznamo njen
nedoloceni integral F, potem po velja

(aF(x)) = aF (x) = af ()

za poljuben & € R. To pomeni, da je

/ocf(x) dx:oc/f(x) dx

zavsak o € R.
Naj bosta sedaj f in g dve funkciji in F ter G njuna nedolo¢ena integrala. Ker po vemo,
da je odvod vsote dveh funkcij vsota odvodov, sledi
(F(x) +G(x))" = F'(x) + G'(x) = f(x) +8(x).
Torej velja

[ + ) dx = [ £(x) dx+ [ g(x) d &=

1\2
PRIMER 4.1.1. Izracunaj integml/ (x—x2> dx.

2
RESITEV: Najprej preoblikujmo funkcijo pod integralom v (x - xl—z) =x2-214 % Sedaj
upostevajmo pravili in ter nato s pomocjo formul in integrirajmo dano funkcijo:

2
/x—l dx = / x2—21+l dx =
x2 x  xt
= /xzdx—/Zldx—i-/%dx:
x x

= /x2 dx—z/%alx%—/x_‘L dx =

X3 x 3
= §+C1—210g|x|+C2+j3+C3:
1
3(
Pri tem smo upostevali, da namesto vsote treh konstant Cy, Cp in Cg, ki bi jih pridobili pri vsakem
integralu posebej, lahko zapisemo kar njihovo vsoto C.

1
x> — E) —2log|x| + C.

Velikokrat bomo v integral Zeleli vpeljati novo spremenljivko. Na primer, oglejmo si inte-

gral
/ xe* dx,

ki ga ne moremo izrac¢unati po nobeni doslej znani formuli. Radi bi vpeljali novo spremen-
ljivko t = x2. Diferencial na koncu integrala je diferencial neodvisne spremenljivke x. Po
definiciji (5) je diferencial spremenljivke t enak dt = 2x dx. V integralu moramo zamenjati
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tako spremenljivko x kot diferencial dx za drugo spremenljivko ¢ in njen diferencial dt. S tem

dobimo , , . .
x2 _ = x2 _ - t — ot :79«62
/xe dx—z/e 2x dx Z/edt 2e +C 26 +C 6)

Pravimo, da smo v integral uvedli novo spremenljivko in v sploSnem to naredimo po

naslednjem pravilu:
[ £ ) dx = [ (1) &5

PRIMER 4.1.2. Izracunaj integral / _smx
2+ cosx

RESITEV: Za novo spremenljivko bi radi uvedli izraz v imenovalcu t = 2 4 cosx. S tem dobimo

diferencial dt = sinx dx. Ko vpeljemo taksno zamenjavo spremenljivke v integral, po in
dobimo
sin x

1
7T cosx x—/;dt—log|t|+C—log\2—|—cosx|+C—log(2+cosx)+C,

PRIMER 4.1.3. Izracunaj integral / V5x — 1 dx.

RESITEV: Najprej vpeljemo novo spremenljivko t = 5x — 1. Zato je dt = 5 dx in tako po in
sledi

2
+C= (5x —1)3 4 C.

1 1t
/\/Sx— dx—/—dt /tZdt_g i

o] e

PRIMER 4.1.4. Izracunaj integral / cos® x sin® x dx.

RESITEV: Ce bomo uvedli eno od trigonometricnih funkcij sin x ali cos x za novo spremenljivko,
se nam bo druga pojavila v diferencialu. Zato Zrtvujemo en faktor cos x, ki se pojavlja v lihi potenci, za
zamenjavo spremenljivke v diferencialu, preostali del cos® x pa prevedemo na 1 — sin? x. Zatorej naj bo

t = sin x in tako sledi dt = cos x dx ter

/cos3xsin2xdx = /(1—sin2x)sin2xcosx dx =
= /(1—t2)t2dt:/(t2—t4)dt:
£
= 37 57¢=

1 1
= gsin3x—gsin5x—|—C.
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PRIMER 4.1.5. Izracunaj integral /sin2 x dx.

RESITEV: Ce se trigonometricne funkcije pojavljajo v integralu v sodih potencah, ne moremo upo-
rabiti taksne substitucije kot v primeru Zato najprej prevedemo sin x s pomoé&jo formule za

dvojne kote (stran na

. 9 1 — cos2x
sin”x = ————

/sinzxdx: / 1—c052x / dx — = /cost dx. (7)

Sedaj v drugem integralu uvedemo novo spremenl]wko t = 2x. Zato je dt = 2 dx in tako nadaljujemo
enakost (7) do

S tem dobimo

1 1
. 2 - o - oo
/sm xdx = 2/ dx /costdt 5 1nt—|—C— 5 4s1r12x—i—C.

PRIMER 4.1.6. Izracunaj integml/

dx
x(x—1)
. ) . . ) . dx
RESITEV: S pomocjo pravila ter uvedbe nove spremenljivke znamo izracunati integrala / —
in / ——. Poznamo tudi nacin, kako iz ulomka ﬁ pridobimo vsoto ulomkov, v katerih sta ime-
novalca X zn x — 1. To naredimo tako, da poracunamo ustrezna stevca A in B v enakosti

1A
x(x—1) x x-—1

Ce preoblikujemo desno stran, velja torej
1 _ A(x—1)+Bx x(A+B)—-A
x(x—1) x(x—1)  x(x—1)

Ulombka na levi in desni morata biti enaka za vsak x, zatoje A+ B = Oter A = —1. Sledi, daje B =1,
oziroma

1 _ 1.1
x(x—1)  x x—1

Sedaj lahko po pravilih in zapiéemo
/ x—l / dx+/—dx (8)

Drugi integral z vpeljavo nove spremenljivke t = x — 1, dt = dx, in s pravilom izratunamo kot

x—1
Sedaj lahko nadaljujemo (8)) in dobimo

dx
/W / d“/idx —log|x| +log|x — 1] + C = log | X

/ L dx:/%dtzlog|t|—|—Cl:10g|x—1|+C1.

-1
e
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Pravili za odvajanje in integriranje vsot funkcij sta preprosti. Pri odvajanju in integraciji
produkta funkcij pa moramo biti bolj pazljivi. Spomnimo se formule , ki pravi, da je odvod
produkta dveh funkcij enak

(u(x)o(x)) = u'(x)v(x) + u(x)o'(x).

To pomeni, da je u(x)v'(x) = (u(x)v(x))" — u'(x)v(x), oziroma

/ u(x)o (x) dx = /((u(x)v(x))’ — W (¥)o(x)) dx = u(x)o(x) — / W (x)0(x) dx.

To pravilo si lahko zapomnimo na naslednji na¢in. V integralu imamo produkt dveh funkcij,
od katerih eno funkcijo znamo odvajati, drugo funkcijo pa znamo integrirati. Ce njunega
produkta ne znamo integrirati (integral na levi), znamo pa integrirati produkt odvoda prve
funkcije in integrala druge funkcije (integral na skrajni desni), potem uporabimo formulo

ki jo imenujemo integriranje po delih ali s tujko integriranje per partes. S pomocjo diferencialov
lahko zapiSemo to formulo tudi kot

/udv:uv—/vdu. a0

PRIMER 4.1.7. Izracunaj integml/xezx dx.

RESITEV: Ce Zelimo integrirati po delih, moramo produkt xe?* dx razbiti na dva dela. Provi izbiri
bi bili verjetno u = x in dv = e** dx ali pa u = ¢** in dv = xdx. Po uporabi formule za integracijo
po delih bomo morali integrirati [ v du namesto [ udv. Zato se najprej vprasajmo, katera od obeh
izbir bo boljsa za kasnejse integriranje. V proi izbiri bo du = dx inv = [e* dx = %ezx, torej bomo
po uporabi dobili integral % [ €** dx, ki ga znamo izracunati. V drugem primeru je du = 2> dx
inv= [xdx = "2—2, zato bomo po uporabi dobili integral [ x*e** dx, ki je teZje izracunljiv kot
prootni integral [ xe* dx.

Zato izberemo u = x in dv = e** dx. Z odvajanjem dobimo du = dx. Ker lahko za v izberemo
katerikoli nedoloceni integral dv, pisemo v = [ ** dx = %ezx. Po formuli sledi

1 1 1 1
2x T2 - 2x S a2x  — 2x
/xe dx = er 2/6 dx = zxe 4e + C.

PRIMER 4.1.8. Izracunaj integral /logx dx.
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RESITEV: Izberimo u = logx in dv = dx. Potem je du = Ldx terv = [ dx = x. Z uporabo
integracije po delih dobimo

/logxdx:xlogx—/%~xdx:xlogx—/dx:xlogx—x+C.

4.2. Doloceni integral

4.2.1. Definicija. Nivedno lahko izratunati plos¢ine pod krivuljo na intervalu [a, b]. Lahko
pa izra¢unamo njen priblizek na ve¢ na¢inov. Ena izmed mozZnosti je, da interval [a, b] razde-
limo na n delov, ki jih delijo tocke

a=xg<x1<...<x,=0,
b—a

pri tem pa so vsi intervali [x;_1, x¢], kjerjek = 1,2,...,n, iste irine 6, =

y

[— T

~

a €1 X1 C X2 €3 X3 €4 Xg4 C5 p

Naj bo f : [a,b] — R pozitivna funkcija. Za vsak k = 1,2,...,n izberimo neko totko
¢k na intervalu [x;_1, x¢] in nad intervalom [xj_1, x] nari$imo pravokotnik visine f(cy). Plo-
§¢ina pravokotnika nad intervalom [xj_1, x| je enaka (xy — x¢_1) f(cx) = f(ck)dn. Vsota vseh
plos¢in pravokotnikov nad posameznimi intervali je tako enaka

k”zlﬂckm. ©)

Ta vsota nam dolo¢a priblizek plos¢ine pod grafom funkcije y = f(x) na intervalu [a, b].
Z vetanjem $tevila n nam interval [a, b] razpade na ve¢ podintervalov in tako je stolpicast
lik ¢edalje bolj podoben obmogju pod grafom funkcije na intervalu [a, b].

Yy y

d
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y y

Zato ni tezko verjeti, da v limiti, ko gre n — oo, zaporedje vsot (9) konvergira k plos¢ini
lika pod grafom funkcije y = f(x) na intervalu [a, b].

b
Doloceni integral [ f(x) dx pozitivne funkcije f na intervalu [a, b] je plos¢ina obmocja

a
med x-osjo in grafom funkcije y = f(x) na intervalu [a, b], torej

[ fleyar=1im Y- flex)en
a k=1

Ce ta limita obstaja.
Ce doloceni integral funkcije f na intervalu [a,b] obstaja, pravimo, da je funkcija
integrabilna.

Ce f ni nujno pozitivna funkcija, so pri negativnih vrednostih funkcije f visine stolpcev
f(cx) negativne. Zato se nam plos¢ine stolpcev tam priStevajo z negativnim predznakom.
Posledi¢no to pomeni, da je za poljubno zvezno funkcijo f doloceni integral funkcije f na
intervalu [a, b] enak razliki plos¢in, ki jih dolo¢a graf funkcije f nad in pod abscisno osjo. Kjer je
f pozitivna, priStejemo plos¢ino s pozitivnim predznakom, kjer je negativna, pa z negativnim.

D3
4 Py j
a P, b

b
| fx) dx =P — P+ P

Izkaze se, daje vsaka zvezna funkcija f: [a,b] — R integrabilna, éesar pa ne bomo dokazovali.

. b
Ce je f zvezna funkcija na intervalu [4, b], potem obstaja / f(x)dx.
a

Vse elementarne funkcije so integrabilne na poljubnem zaprtem intervalu [a,b]. Niso pa vse
funkcije integrabilne.

2

PRIMER 4.2.1. Po definiciji izracunaj doloceni integral funkcije f (x) = x* na intervalu [0, 1].
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RESITEV: Razdelimo interval [0,1] na n enakih delov, kar po- y
meni, da izberemo za krajisca podintervalov tocke

123 n—1

n’n
moramo izbrati neko tocko cy. Izberimo za cy kar spodnjo mejo inter-

k=1 k
n

0/ —r 7 ’ 7 1
n" n n n /
Vsak interval je tako Sirine 6, = % Na vsakem intervalu {k’l k}

vala[ },torejck:k;—lzakzl,Z,...,n.
Tako je f(cx) = “;721)2 in zato je integralska vsota (9) enaka

(k—1)>

n
IR .%:%(OZ+12+2Z+...(;¢—1)2)
k=1

12 3 4 n—
n n n n
S pomocjo popolne indukcije bi lahko pokazali, da je vsota popolnih
kvadratov naravnih stevil enaka
02 4+12422 4. . +m? = %m(m+l)(2m+1).
Integralska vsota je tako enaka
i (k=12 1 _ (n—Dn2n-1)
= o2 on 6n3
in zato je doloceni integral enak
1 3 2
2, (m=Dn@2n-1) . 2n°-3n"+n 1
/o Xt dx = lim, 613 e — 3
4
PRIMER 4.2.2. Izméunaj/ (3 —2x) dx.
0 Y

nam ni potrebno racunati integralskih vsot, saj so vse ploscine likov,
ki jih Zelimo dolo¢iti, plod¢ine trikotnikov. Ce narisemo graf funkcije

RESITEV: V primeru, ko Zelimo integrirati linearno funkcijo, \4\
3
2
y = 3 — 2x, opazimo, da je 1

s Py x

3—2x)dx =P — P, :

| G-2ax=r—p, NEYE

Trikotnik s ploscino Py je pravokotni trikotnik s katetama dolZin 3 in ~ —2 1 &
3, trikotnik s plos¢ino P, pa je pravokotni trikotnik s katetama dolZin ~ —3 |
g in 5. Zato velja —4 1

4 1 3 15 -5
) —-.2.3_2.2.5=_4,
/0 (B-2w)dr=>->3-5>5

Ce zelimo doloiti plos¢ino med dvema grafoma funkcij y = f(x) iny = g(x), moramo
odsteti plos¢ini pod krivuljama y = f(x) iny = g(x).
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Ce za funkciji f in g velja f(x) > g(x) za vse x € [a,b], potem je ploi¢ina
med grafoma y = f(x) iny = g(x) enaka

[ 7~ 5t e

4.2.2. Lastnosti dolo¢enega integrala. Doslej smo predpostavili, da za integrabilno funk-
cijo f: [a,b] — R velja a < b. Definicija dolocenega integrala bi imela smisel, tudi ¢e bi
zamenjali vlogi spodnje in zgornje meje. S tem bi se vsota (9) negativno predznacila in tako bi
dobili enakost

/baf(x) dx = —/abf(x) dx.

V primeru, ko sta spodnja in zgornja meja intervala enaki, je plos¢ina enaka 0, zato velja

/aaf(x) dx =0.

Ce med spodnjo in zgornjo mejo a in b izberemo tocko ¢, je plo¢ina pod krivuljo na inter-
valu [a, b] enaka vsoti plos¢in na intervalih [4, ¢] in [c, b].

y

To pomeni, da velja



4.2. DOLOCENI INTEGRAL 80

[ sy ax= [ st [ ) e o

zavsec € [a,b].
Ker je limita vsote enaka vsoti limit in limita veckratnika funkcije enaka vec¢kratniku

limite , sledi

b b b
[ U +s@)dr= [ faxt [ g(x)dx

in

/abaf(x)dx:a/abf(x) dx. 75

V posebnem, ¢e je f liha funkcija na intervalu [—a, 4], po pravilih in sledi
a
f(x)dx =0.
—a
Ce paje f soda funkcija, po velja

/_aaf(x) dx = 2/0af(x) dx.

liha funkcija soda funkcija

Ce za funkdiji f in ¢ na intervalu [a,b] velja f(x) < g(x), ima funkcija ¢ — f za vsak
x € [a,b] nenegativno vrednost. Zato je njen doloeni integral na intervalu [a, b] po definiciji

nenegativno Stevilo. Po in velja
b b
/ f(x) dx S/ g(x) dx.
a a
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4.2.3. Zveza med dolo¢enim in nedolo¢enim integralom. Naj bo f: [2,b] — R zvezna
funkcija. Ker je zvezna na vsakem podintervalu [4, x|, kjer jea < x < b, je po tam tudi
integrabilna. Zato za vsak x € [a, b] obstaja integral

X
[ fieyr.
a
Ta dologeni integral predstavlja plos¢ino pod grafom funkcije y = f(t) na intervalu [a, x].

y

a X b

S spreminjanjem zgornje meje x se spreminja tudi krivoc¢rini lik in posledi¢no vrednost plo-
X

§¢ine lika / f(t) dt. Zato definirajmo funkcijo
Ja

F(x) = /ﬂxf(t) dt.

Funkcija F je definirana za $tevila x € [a,b] in velja F(a) = 0. Posku$ajmo razumeti, kaj je
odvod funkcije F. Po definiciji odvoda je

F(x+h) — F(x)

F(x) = lim-—> 2770
() hlgtl) h
im 2 (" iy ae— [F i d
= Jim g ([T rwa- [T ar) -
y 1 pxth p
B hlgtl)ﬁ/x f(t) dt

x+h
Integral / f(t) dt je enak ploscini lika pod krivuljo y = f(t) na intervalu [x, x + h].
X

y
f) =

******* /

X x+h

Ta plo$¢ina je priblizno enaka plos¢ini pravokotnega stolpca visine f(x) nad intervalom [x, x +
h], torej priblizno enaka vrednosti if(x). Zato je F'(x) priblizno f(x). Ker gre v limiti h — 0,
je z manjSanjem Sirine pravokotnika & napaka ¢edalje manjsa.
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Izkaze se, da je F'(x) dejansko enak f(x) za vse x € [a,b]. Velja namre¢ naslednja po-
membna trditev, ki jo imenujemo tudi Osnovni izrek integralskega racuna.

Ceje f zvezna na [, b], je funkcija

X
F(x) = [ £t de
a
zvezna in odvedljiva na [g, b] in velja

Fl(x) = f(x).

Funkcija F je torej nedoloceni integral funkcije f na intervalu [a, b].
S tem izrekom lahko definiramo celo druzino zveznih in odvedljivih funkcij, ki jih prej
nismo poznali. Vemo, da je vsaka elementarna funkcija odvedljiva. Vendar pa ni integral

vsake elementarne funkcije elementarna funkcija. Na primer, nedoloceni integral funkcije et
ni elementarna funkcija. Ce pa definiramo funkcijo

2 X p
Erf(x) = ﬁ/o e dt

za poljuben realen x, je po Osnovnem izreku integralskega ra¢una funkcija Erf zvezna in
odvedljiva. Tako definirano funkcijo Erf imenujemo tudi funkcija napake in jo uporabljamo
v vec vejah matematike, kot na primer v verjetnosti in statistiki v povezavi z integralom nor-
malno porazdeljene sluc¢ajne spremenljivke.

PRIMER 4.2.3. PokaZi, da je funkcija napake Erf narascajoca funkcija.

RESITEV: Funkcija Erf je narascajoca v tistih tockah x, kjer je Exf' (x) > 0. Odvod funkcije Erf je

po enak

2 2
Erf (x) = —=e ™.
(==
Ker je eksponentna funkcija povsod pozitiona, je tudi Exf' (x) > 0 zavse x € R. Zato je Erf narascajoca
funkcija.

Ko enkrat poznamo Osnovni izrek integralskega racuna , je lahko ugotoviti, kako iz-
ra¢unati doloceni integral integrabilne funkcije, ¢e poznamo njegov nedoloceni integral.

X
Naj bo f integrabilna funkcija na [a, b] in naj bo G(x) = / f(t)dt. Po vemo, daje G
a
nedologeni integral funkcije f. Ce je F poljuben nedolo¢eni integral funkcije f, potem po
X
vemo, daje F(x) = G(x) +C = / f(t)dt + C. Zatorej je
a

F(b) ~ F(a) = (G(8) +©) ~ (G(a) - ©) = G(b) ~ Gla) = G(b) = | ' fy .

S tem smo pokazali Newton-Leibnizovo formulo, ki nam pove, kako izra¢unati doloeni integral
funkcije, ¢e poznamo nedolo¢enega. Velja tore;j
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[ $ dx = Fo) - F(@),

kjer je F (katerikoli) nedologeni integral funkcije f. Ce je F nedologeni integral funkcije f, po-
tem izratunamo doloceni integral funkcije f na intervalu [a, b] tako, da od$tejemo funkcijski
vrednosti nedolo¢enega integrala F na zgornji in spodnji meji intervala [a, b]. Razliko funkcij-
skih vrednosti oznac¢imo tudi kot

1
PRIMER 4.2.4. Izracunaj integml/ x? dx.
0

RESITEV: Vemo, da je

3
2, X
/x dxf—3 +C,

1

torej je % eden izmed nedolocenih integralov funkcije x>. Zato doloceni integral po Newton-Leibnizovi
_r o1

formuli izratunamo kot
1 3
> x
dx = —| = =_.
/ox *T3,73 373

Ta integral smo s precej ve¢ truda Ze izraCunali po definiciji v primeru [4.2.1]

PRIMER 4.2.5. Doloci ploscino lika med grafoma y = 4x — x* iny = x2.

RESITEV:  Ce Zelimo dolociti obmocje med dvema krivuljama,
moramo najprej poracunati, kje se grafa sekata. To se zgodi v taksnih
tockah x, v katerih sta funkcijski vrednosti enaki. Zato iS¢emo vse x,
ki zados¢ajo enacbi

4y — x% = x2.

Za taksne x velja 2x> = 4x, oziroma x(x — 2) = 0. Torej se krivulji
sekata v dveh tockah, pri x; = 0 in pri xp = 2.

Na intervalu [0, 2] je zgornja funkcija enaka 4x — x2, spodnja pa
x2. Zato je po plos¢ina med krivuljama enaka

/(;2((4x—x2)—(x2))dx - (4"2—2’;)

Poznamo formulo za vpeljavo nove spremenljivke v nedoloceni integral . Pri vpeljavi

nove spremenljivke v dolo¢eni integral moramo biti pazljivi. Ce se v dolo¢enem integralu x
spreminja od a do b in je t = t(x) funkcija spremenljivke x, potem tece ¢ od t(a) do t(b). Velja:
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b , B t(b)
[ fee @ ar= [ T ar

1

0
PRIMER 4.2.6. Izrac  int 1 — dx.
6. Izracunaj integra /71 21 ox 12 X

RESITEV: Opazimo, da imenovalec ulomka nima realnih nicel in zato ne moremo postopati kot v
primeru Najprej preoblikujemo ulomek

0 1 p 0 1 p
/_1 2roax+2 T /_1 cr1)2+1 7"
Sedaj uvedemo novo spremenljivko t = x + 1. Pri tem je dt = dx. Vendar, ko je v doloCenem integralu
x € [-1,0], jet € [0,1]. Zato po zamenjavi spremenljivke sledi

0 1 1
/ 1 dx = / 1 dt = arctan t’ = arctan1 — arctan0 = i
1 x242x4+2 o 2417 0 4

Prav tako lahko pri izra¢unu dolo¢enega integrala uporabimo pravilo za integracijo po
delih. Ce sta funkciji u in v odvedljivi na intervalu [a, b], potem velja

PRIMER 4.2.7. Izracunaj integral /4 xsin x dx.
0

RESITEV: Za integracijo po delih izberimo u = x in dv = sinxdx. Pri tem je du = dx in
v = — cos x, zato velja

1 .
xsinx dx = —xcosx
0

Lt}

s
1
+/ cosx dx =
0 0

- —z—i—sinx%
402 0

V2 V2
8 2

Poleg rac¢unanja plos¢in likov lahko doloceni integral med drugim uporabljamo tudi pri
dolo¢anju prostornin teles. Tu si oglejmo, kako se izracuna prostornina telesa, ki je dobljeno z
vrtenjem krivulje okoli osi x.

V koordinatnem sistemu je narisan graf y = f(x) funkcije f, za katero velja f(x) > 0
za x € [a,b]. To krivuljo zavrtimo okoli abscisne osi, s ¢imer dobimo telo, ki mu pravimo
vrtenina. Tako je vsak presek vrtenine z ravnino, ki je pravokotna na abscisno os, kroZnica.

Zanima nas prostornina tako pridobljene vrtenine. To naredimo podobno, kot smo defi-
nirali dolo¢eni integral na strani Vrtenino na intervalu [g, b] razrezemo na n rezin debeline
b = b%“, kot bi rezali kruh na posamezne kose. Znotraj vsakega intervala Sirine ¢, na x osi
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izberemo toc¢ko xy, k = 1,2,...,n. Prostornino vsake rezine lahko ocenimo s prostornino valja,
katerega osnovna ploskev je krog s polmerom f(xy), vi$ina pa J,. Tako ima k-ta rezina pro-
stornino priblizno 7t(f(x;))?d,, prostornina vrtenine na intervalu [a, b] pa je potem priblizno
enaka

7Y ().
k=1

Kot pri definiciji dolo¢enega integrala se izkaZe, da se, ko gre n — oo, vsota vseh prostornin
valjev pribliZuje dejanski prostornini vrtenine in da velja

V:n/ab(f(x))z dx. i3

PRIMER 4.2.8. Doloci prostornino telesa, ki ga dobi$ z vrtenjem krivulje y = e~* okoli osi x na
intervalu [0, 2].

RESITEV: Po formuli je prostornina enaka

T (e*4 - 1) = 1.54203.

V= 7T/2 (e*")2 dx = 7(/26*2" dy = — Lo
0 0 2 0 2

V¢asih lahko definiramo tudi dolo¢eni integral na neomejenem intervalu [a, co].

Ce je funkcija f: [a,00) — R zvezna, potem je

/u " £(x) dx = lim / gor

t—o0

¢e obstajata integral in limita na desni strani za vsak t > a. Podobno definiramo za
zvezno funkcijo f: (—o0,a] = R

[ s ax=tim_[*fx) ax,

e obstajata integral in limita na desni strani za vsak t < a.
Taksne integrale imenujemo posploseni integrali.
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Posploseni integral / f(x) dx lahko izra¢unamo kot vsoto dveh posplogenih integralov

/::f(x) dx:/;f(x)der/awf(x) dx

kjer je a poljubno realno stevilo.

PRIMER 4.2.9. Ali je prostornina obmocija, ki ga dobis z vrtenjem krivulje y = e~ okoli osi x na
intervalu [0, 00), koncna ali neskoncéna?

RESITEV: Kot v primeru izra¢unamo integral
V= n/ooo (e_")2 dx = n/oooe_2x dx.
Sedaj po definiciji posplosenega integr.ala velja |
vV = 7'[/0006_2" dx = lim n/ote_zx dx =

t—00

t 7T 7T
2x| . -2t _
o 2 (}glc;loe 1) 2’

7T .. _
= ——=Ilime

torej je prostornina obmocja koncna.



POGLAVJE 5

Vektorji v ravnini in prostoru

5.1. Osnovni pojmi in lastnosti vektorjev
Ko slisimo besedo vektor, si verjetno marsikdo ob njej predstavlja neko "puscico", torej
usmerjeno daljico. To je grafi¢ni prikaz koli¢ine, ki ima poleg svoje dolZine tudi smer. Kot na
primer hitrost, ki ima poleg velikosti tudi smer. Ce vidimo kamen, ki po zraku leti s hitrostjo
20 km/h, ne da bi se zavedali hitro ugotovimo, v katero smer leti (da vemo, ali se mu moramo

umakniti ali ne). Pus¢ica na koncu daljice kaze v smer vektorja, dolzina daljice pa predsta-
vlja dolZino vektorja. Vektorje bomo oznacevali z malimi tiskanimi ¢rkami, nad katere bomo
narisali pustico (@, E, X, U,...).

Pri tem vse usmerjene daljice, ki kaZejo v isto smer in ki imajo isto dolZino, predstavljajo
isti vektor, neodvisno od tega, v kateri tocki jih zaénemo risati.

. a
a /
a

a

S
/

Ce bomo Zzeleli izmed vseh moznih predstavitev vektorja 7 izbrati tistega, ki se zatne v
to¢ki A, konéa pa v to¢ki B, bomo bomo pisali tudi @ = 1@ . Pri tem bomo to¢ko A imenovali
zacetna tocka vektorja 1@, tocko B pa koncna tocka vektorja 1@ .

a
/
A

Vektor je koli¢ina, dolo¢ena s svojo dolzino in smerjo.

5.1.1. Vektorji v koordinatnem sistemu. Ce Zelimo ratunati z vektorji, jih je smiselno
predstaviti v kartezi¢nem koordinatnem sistemu. Za zacetek si poglejmo, kako predstavimo
vektorje v ravnini.
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L

\
\o

[

\Ql
hS
—~
_
N
)
N
Nl

[

Med vsemi usmerjenimi daljicami, ki predstavljajo isti vektor @, izberimo tistega, ki ima
zatetno tocko v koordinatnem izhodis¢u. Zacetna tocka vektorja 4 je torej (0, 0), konéna pa naj
bo A(ay,a;). Koordinati a1 in a, imenujemo komponenti vektorja 4 in pisemo

S a
i=[a]
az
Komponente vektorja pisemo v stolpec, da ta zapis razlikujemo od zapisa toc¢ke A(ay,a3). Ker
ima tako definiran vektor @ dve realni komponenti, bomo uporabljali oznako 7 € R?.

Ceje A = (a1,ay) dana totka v ravnini R?, potem vektor OA 7 zatetno totko v koordina-
tnem izhodi$¢u in konéno to¢ko A imenujemo krajevni vektor tocke A in ga zapiSemo z oznako

o= OA = [ Z; }
v,
A(aq,a2)
”77:4 ,,,,, .
r

Vektor, ki ima obe komponenti enaki 0, imenujemo nicelni vektor in ga ozna¢imo z 0. Torej je

6_[8].

Podobno postopamo tudi v tridimenzionalnem prostoru R3.
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zZ

A(ay, az,a3)

Ce ima konéna totka A vektorja @ z zatetkom v koordinatem izhodis¢u koordinate (a1, az, a3),
potem koordinate a1, ay in a3 predstavljajo komponente vektorja

m
a= a |,
as
pri tem pa pisemo 7@ € R3.
Vektor OA prav tako imenujemo krajevni vektor totke A in ga zapiSemo z oznako 74 = OA.
Pri tem zopet z 0 ozna&imo vektor, ki ima vse komponente enake 0, torej je
0
0=1]0
0

V prostoru R? posebej izpostavimo $e tri vektorje, ki jih bomo pogosto omenjali in upo-
rabljali. To so vektorji

ki kazZejo v smereh koordinatnih osi.

Seveda obstajajo tudi vektorji z ve¢ kot tremi komponentami. Ker pa je naSa geometrijska
predstava najbolj vezana na prostor IR?, bomo odslej ve¢inoma delali z vektorji v R3. Vetina
operacij (pravzaprav prav vse razen vektorskega produkta) je prav tako definiranih v IR" in
zanje veljajo ista pravila kot za vektorje s tremi komponentami, le da dodamo ali odvzamemo
Zeljeno Stevilo komponent.
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5.1.2. SeStevanje vektorjev. Da bomo lahko z vektorji tudi racunali, moramo najprej de-
finirati nekaj operacij z njimi. V tem razdelku si bomo ogledali, kako sestevamo vektorje, in v
naslednjem, kako jih mnoZimo z realnimi Stevili.

Najprej si oglejmo, kako sestejemo dva vektorja. Vsoto vektorjev 4 in b oznadimo z @ + b
in jo definiramo tako, da vektorja 7 in b seStejemo po komponentah.

ay . bl . ay a4 bl
Vsota vektorjevd = | ap | inb= | by | jevektord+b= | ap+by
as bs a3 + b3

Grafi¢no si sestevanje v IR? ponazorimo v koordinatnem sistemu.

y

17+E b Ebz

Tudi v splognem, ne le v R?, vektorja @ in b grafi¢no sestejemo tako, da vektor b prema-
knemo vzporedno, da se njegova zacetna tocka ujema s kon¢no toc¢ko vektorja @. Nato vsoto
@ + b narisemo kot tisti vektor, ki poteka od zacetne to¢ke vektorja @ do konéne tocke vektorja
3 )

Ce bi vektorja @ in b prestavili tako, da bi imela skupni zace-
tni tocki, bi vsoto 7 + b zagledali kot tisto diagonalo v paralelo-
gramu napetem na vektorja @ in b, ki ima skupno zacetno tocko
z vektorjema @ in b.

Ker za realna Stevila velja pravilo o zamenjavi ¢lenov a +
b = b+ a ter pravilo o zdruzevanju &lenov a + (b +¢) =
(a+Db) + ¢, lahko ti dve pravili uporabimo na vsaki komponenti
vektorjev in zatorej veljata tudi za vektorje

itb=0b+a

in

@+E)+E:ﬁ+(§+@.

Ce vektorju 4 pristejemo nicelni vektor, vsaki njegovi komponenti pristejemo Stevilo 0,
zato se vektor @ ne spremeni.
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5.1.3. MnoZenje vektorja s Stevilom. Druga osnovna operacija je mnozenje vektorjev s
Stevili. Tak produkt imenujemo kar veckratnik vektorja. Kot bomo videli, veckratnik vektorja
kaZe v isto ali nasprotno smer kot prvotni vektor.

Mm aaq
Produkt vektorja @ = | ap | s stevilom « je vektor ad = | wap
as nas
ylk
I
- 1
[497) 1
|
(7]
1
1
A1 1
1 1
1 1
1 1
1 1 >
x
naq

Poljubni veckratnik nic¢elnega vektorja je nicelni vektor. Produkt nenicelnega vektorja s
stevilom je vektor, ki ima za |«| # 1 druga¢no dolZino.

Ce mnozimo nenielni vektor @ s pozitivnim $tevilom, kaze
produkt v isto smer kot vektor 4, torej predstavlja razteg (o« > 1)
ali skréitev (0 < a < 1) vektorja. Ce ga mnozimo z negativnim
Stevilom, pa kaZe v nasprotno smer. Ce mnoZimo vektor 7 s
stevilom 0, dobimo nielni vektor 0.

Ce vektor @ pomnozimo s $tevilom —1, ozna¢imo produkt i
(—1)d z —d. To je vektor enake dolzine kot vektor @, le da v
primeru, ko je @ # 0, kaZe v nasprotno smer. Ce vektorja @ in
—a seStejemo, za rezultat dobimo nicelni vektor

N—
QL
[

i+ (—d) =0,

saj velja
a aq a —a 0
a | +(— 1) a |=|a |+]| —a | =10
as as as —as 0

Odslej nam bo simbol odstevanja pomenil priStevanje nasprotnega vektorja:

i—b=d+ (-b).




5.1. OSNOVNI POJMI IN LASTNOSTI VEKTORJEV 92

Prav tako je vektorjem vseeno, ali jih najprej mnoZimo z enim realnim Stevilom « in nato
$e z drugim S ali pa raje kar z njunim produktom af. Velja namre¢

a Bay «Baq a
a|lB| a2 =a| Pay | = | aPay | = (af) | a2
as Baz xfaz as

in zato

a(pa) = (ap)a.

Operaciji seStevanja in mnoZenja vektorjev s Stevilom povezujeta zakona distributivnosti.
Lahko se prepri¢amo, da velja

(a4 B)d = ad + Bd 70

in

a(@+b) = ad + ab.

5.1.4. Linearne kombinacije vektorjev. Z besedno zvezo linearna kombinacija vektorjev
U1,72,...,Uy oznatujemo poljubno vsoto veckratnikov vektorjev 71,7y, ..., 7,, torej nam ta
izraz zdruZuje operaciji seStevanja vektorjev in mnozenja vektorja s Stevilom. Vsak vektor v

R3 lahko zapiSemo kot linearno kombinacijo vektorjev i fin k.

ai

, zatorej

Namre¢, vsak vektor | a;
as
velja
a
fa=| a2 | =m

as
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A
V praksi pogosto potrebujemo vektorje, ki se za¢nejo v neki Iﬁ
in koncajo v neki drugi to¢ki. Zato si oglejmo, kako dolo¢imo B
vektor 1@, ki se zacne v to¢ki A in konca v toc¢ki B. 7a
Namesto, da se sprehodimo od A do B po bliZnjici, torej
po vektorju zﬁ, lahko odidemo tudi preko koordinatnega iz- "B
hodis¢a. Torej najprej od tocke A v nasprotni smeri krajevnega 0

vektorja 74 do koordinatnega izhodis¢a 0 ter nato v smeri kra-
jevnega vektorja 7 do tocke B. Velja

AB = A0+ 0B = —0A + 0B = —7, + 7,

torej vektor med dvema tockama izra¢unamo tako, da od koordinat kon¢ne tocke odstejemo
koordinate zacetne tocke.

AB =75 —74.

PRIMER 5.1.1. Letalo se nahaja v tocki (—1,2,3). V katero smer mora poleteti, da bo po najkrajsi
poti prislo do tocke (3,0, —1)?

RESITEV: Ce se letalo nahaja v tocki A(—1,2,3), potem mora poleteti v smeri vektorja z@, da bo
po najkrajsi poti prislo do B(3,0, —1). Vektor 1@ je enak

3 1 4
AB=75—7s=| 0 | —=| 2 | =] =2
1 3 4

Pokazimo, kako lahko preprosto izra¢unamo razpolovisce
daljice AB. Ce oznatimo razpoloviste daljice AB s C, Zelimo 4

izratunati koordinate krajevnega vektorja 7c. Ker je C razpo- C
lovisce AB, velja R = %/@ in zato 7c = 0_(>: = O—XK + AC = B
04 + %1@ =74+ %(Pp —7a) = 5(7a + 7p). Torej lahko koordi- "4 7r

nate razpolovis¢a daljice AB izra¢unamo tako, da izracunamo
aritmeti¢no sredino posameznih koordinat krajis¢:

—

1
c= 5(714 +7p).

5.2. Skalarni produkt in dolZina vektorja

Doslej smo spoznali, kako lahko vektorje sestevamo in kako jih mnoZimo s stevilom. V
nadaljevanju bomo spoznali dva nacina, kako lahko vektorje med seboj tudi mnoZzimo. Prvo
mnoZenje, ki ga bomo bolj podrobno opisali, je skalarni produkt. Ta nam dva vektorja zmnozi
v skalar, torej v Stevilo. V naslednjem razdelku bomo spoznali Se vektforski produkt, ki dva
vektorja v IR® zmno#Zi v vektor.
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5.2.1. Definicija skalarnega produkta. Skalarni produkt dveh vektorjev izra¢unamo tako,
da zmnoZimo posamezne komponente vektorjev in dobljene produkte sestejemo. To formalno
definiramo z naslednjim pravilom:

il b
Skalarni produkt vektorjevd = |ax | inb = | by | je Stevilo
a3 bs

i-b= a1b1 + axby + asbs.

Ce bi pri tem namesto vektorjev 7 in biz trirazseZnega prostora IR? izbrali vektorja iz R?, bi
v definiciji preprosto izpustili zadnji sumand. Podobno bi lahko predpis posplosili na vecdi-
menzionalne vektorje.

Takoj opazimo, da je skalarni produkt poljubnega vektorja z ni¢elnim vektorjem enak 0,

sajveljad-0=a;-0+ay-0+a3-0=0.

PRIMER 5.2.1. Za vektorje d = [ﬂ b

Il
|
W H~
[Enh—"
o
|

1 -1
{ 2 ] ind = [ 0 ] izracunaj vse skalarne
produkte, ki jih je mogoce izracunati.

RESITEV: Po definiciji velja

i-d=1-1+2-2=5 A-b=1-442-(-3)=-2
b-b=4-4+(-3)-(=3)=25 b-d=4-1+(-3)-2=-2
-€=1-1+2-2+(-3)-(-3) =14 gd=1-(=1)+2-0+(-3)-1=—4
d-d=(-1)-(-1)+0-0+1-1=2 d-8=(-1)-14+0-24+1-(-3) = —4

Skalarnega produkta vektorja z dvema in vektorja s tremi komponentami pa ne moremo izracunati.

a1
5.2.2. DolZina vektorja. Skalarni produkt poljubnega vektorja @ = |42 | s samim seboj je
as
enak
d-d=a+a}+a3
Ker je vsak sumand kvadrat realnega $tevila, velja

a-a>0.

Tako lahko za vsak vektor 7 € R? izratunamo tudi kvadratni koren skalarnega produkta
tega vektorja s samim sabo. To §tevilo imenujemo dolZina (ali s tujko norma) vektorja 4.

- =

Dolzina vektorja d je Stevilo ||d|| = Vi - .
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V primeru5.2.1lje | ||| = v/5, ||b|| =5, ||¢]| = V14 in ||d]| = V2.

Najmanj$a mozna dolina vektorja je enaka 0. Ce je dolZina nekega vektorja @ = |a»
as
enaka 0, je torej a% + a3 + a3 = 0. Ker pa so vsi trije sumandi nenegativna stevila, ki se sestejejo
v 0, sledi, da so vsi trije enaki 0. Torej velja a; = a; = a3 = 0, oziroma @ = 0. Ugotovili smo
naslednje.

Vektor 0 je edini vektor, ki ima dolZino 0.

. o - a
V dvorazseznem prostoru R? je dolZina vektorja 7 = [al} enaka y/a? + a3, kar se po
2

Pitagorovem izreku ujema z dolzino daljice, ki jo dolo¢a vektor 4.

Y, p
i=|""!
a3
ay 3(
a1
Prav tako se dolZina vektorja @ = |a, |, ki je enaka /a3 + a3 + a3, po Pitagorovem izreku
a3

ujema z dolZino daljice, ki jo dolo¢a vektor @ v IR3, saj @ predstavlja telesno diagonalo kvadra
s stranicami a4, a; in as.

X

S pomogjo dolZine vektorja lahko enostavno izra¢unamo razdaljo d(A, B) med totkama

by —m
A(ay,a,a3) in B(by, by, bs) v prostoru. Le-ta je namre¢ enaka dolZini vektorja zﬁ = |bh—a],
b3 — a3

ki jo izra¢unamo kot

d(A,B) = /(b1 — 1) + (b — 1) + (b3 —a3)2.
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Izmed vseh vektorjev, ki kaZejo v isto smer, bomo posebej imenovali tistega, ki ima dolZino
V2
oo |72

1. Tak3ni so na primer i, j, k, 4 in
0

Fortorts

Vektorju, katerega dolZina je enaka 1, pravimo enotski vektor.

Za poljuben vektor 7 je enotski vektor, ki kaze v smeri 4, enak

a
|l
8
PRIMER 5.2.2. Letalo mora leteti v smeri | 4 | s hitrostjo 954 km /h. Pri letu ga ovira veter, ki
1
-1
piha s hitrostjo 60km/h v smeri | 2 |. Kaksno smer in hitrost mora pilot naravnati na avtopilotu,
2
da bo letalo letelo v Zeljeni smeri? )
— A
7
RESITEV: Ciljno smer in hitrost letala lahko ponazorimo z vektorjem ¢ dol-
8 A
Zine 954 v smeri vektorja @ = | 4 |, smer in hitrost vetra pa ponazorimo S
1 SN o
—1 //'
z vektorjem U dolZine 60 v smeri vektorja b = 2 |. Vektor @ je dolZine o

2

||@|| = V82 + 42 +12 = 9, zato je vektor dolZine 1 v smeri vektorja @ enak 5
in vektor ¢ dolZine 954 v smeri @ enak

848
= 99371’: 1064 = | 424
106

Podobno izracunamo, da je vektor b dolzine ||b|| = \/(—1)2 + 22 + 22 = 3. Zato je vektor dolzine 1 v
smeri vektorja b enak %E in vektor @ dolZine 60 v smeri b enak

-20
§= %OE =206=| 40
40
Vektor p, kamor mora pilot naravnati avtopilota, da bo letalo letelo v smeri T, je enak
868
p=c—v=| 38 |,
66
njegova dolZina pa je enaka p = 951.4. Torej mora pilot doloCiti hitrost 951.4km /h v smeri vektorja

828
f=c—7=| 384
66
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Skalarni produkt ima mnogo lastnosti, ki jih ima mnoZenje realnih stevil. Iz definicije
skalarnega produkta se je lahko prepricati, da velja

i-b="0-4d,

(a+E)-3:a-E+E-E

in

—

(ad)-b=17a- (ab) = a(@-D) =

za poljubne vektorje ,b,¢ € R? ter poljubno realno stevilo a.

1 -1
PRIMER 5.2.3. Izracunaj vrednost izraza @ - €+ b - € za dane vektorjed = | 2 |, b= | 2| in
-3 3
-1
c=12
1

RESITEV: Direktni nacin, kako izracunati vrednosti izraza d - ¢ + b- ¢, nam da rezultat
A-04+b-8=1-(-1)4+2-24+(=3)- 1)+ ((=1)- (=1) +(=2)-2+3-1) =0.
Hkrati pa takoj opazimo, da je vektor b enak vektorju —a in zato velja @ + b = 0. Zaradi distribu-
tivnosti skalarnega produkta velja
d-¢+b-c=(d+b)-e=0-¢=0,

s ¢imer smo hitreje prisli do istega rezultata kot pri prootnem izracunu.

5.2.3. Geometrijski pomen skalarnega produkta. Skalarni produkt dveh vektorjev je te-
sno povezan s kotom, ki ga ta dva vektorja oklepata. Oglejmo si torej nenicelna vektorja 7 in
b, ki oklepata kot ¢ € [0, 71].

S
’
’

QY
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Spomnimo se kosinusnega izreka, ki pravi, da za dolZine stranic ||@||, ||b|| in || — @] v
trikotniku velja
7 =2 =112 (712 ~0 117
1o —a||" = [[al| + |[b]|" —2]|a][ [[b]| cos ¢ (10)
Po definiciji dolZine vektorja in lastnostih in je leva stran enakosti enaka
b—d|[>=0—a)-(b—d)=b-b—d-b—b-d+d-d=|d|[>+|b|[>—2a-b. (11)
Ce v enakosti levo stran nadomestimo z dobljenim izrazom v (II), se v njem izni¢ita ¢lena
[|@||2 in ||b]|?, iz Eesar po krajsanju $tevila 2 na obeh straneh dobimo zvezo

-6 = |||l cos .

Za neniCelna vektorja @ in b opazimo, da je desna stran enakosti enaka 0 natanko tedaj, ko
je cos ¢ = 0. Ceje ¢ € [0, ], potem je cos ¢ = 0 &e in samo e je ¢ = Z.

Ce je kot med vektorjema 4 in benak Z, pravimo, da sta vektorja @ in b pravokotna ali
ortogonalna. Za vektor 0 pravimo, da je pravokoten na vse vektorje.

Torej smo premislili, da lahko s skalarnim mnoZenjem dveh vektorjev preverimo, ali sta
vektorja pravokotna, oziroma, da velja naslednja ekvivalenca.

Vektorja 7 in b sta pravokotna natanko tedaj, ko velja @ - b = 0. 55

PRIMER 5.2.4. Doloci tako $tevilo a, da bo trikotnik ANABC z oglis¢i A(3,2,1), B(a,—1,0) in
C(1,2, —1) pravokoten trikotnik s pravim kotom pri oglis¢u A.

RESITEV: Ce je ANABC pravokoten trikotnik s pravim kotom pri ogliséu A, potem morata biti
vektorja AB in AC pravokotna. Iz ekvivalence sledi, da je AB- AC = 0.

a—3 -2
Ker je AB=| -3 | tr AC=| 0 , je pogoj AB - AC = 0 ckvivalenten pogoju —2(a —3) +
-1 -2

2 =0, oziroma a = 4.

Iz zveze lahko za poljubna nenicelna vektorja @ in b izratunamo kot ¢ € [0, ] med
njima z enacbo

b6l
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RESITEV: Naj bo ¢ kot med danima vektorjema. Po enakosti velja

3 1
V2y18 2

cos ¢ =

zato dana vektorja oklepata kot ¢ = 7.

PRIMER 5.2.6. Izracunaj dolZine stranic ter notranje kote trikotnika z 0glis¢i A(1,—1,1), B(—1,1,1),
C(1,0,2).

RESITEV: Stranice trikotnika so dolocene z vektorji

) 0 2
AB= |21, AaC=|1| in BC=|-1],
0 1 1

torej so njihove dolZine enake Hz@” =2V2, ||fﬁ|| =2in ||]¥H = /6.
Kot « pri ogliscu A je kot med vektorjema ABin A , zato s pomocjo enakosti dobimo

2 _1

2v2v2 2

iz Cesar sledi « = %. Podobno je kot B pri oglis¢u B kot med vektorjema BA=—ABin Eé, zato velja
6 __ V3

2v2ve 27

in tako B = %. Ker je skalarni produkt vektorjev AC in BC enak 0, je v = 7%. Kot <y lahko izracunamo
tudi tako, da upoStevamo, da je vsota notranjih kotov v trikotniku enaka 7.

cosu =

cosf =

5.2.4. Pravokotna projekcija. V geometriji veckrat projiciramo. Projiciramo lahko na
razne objekte, v prostoru R® pa najpogo-
steje na ravnino ali na premico. Z razli¢-
nimi projekcijami lahko na primer povrsje
geoida Zemlje prikaZemo na papirju (ze-
mljevidi), predvajamo diapozitive na veli-
kem platnu ali pa se igramo s sencami na B
steni. Ce projiciramo pod pravim kotom, < AN
taksni projekciji pravimo pravokotna projek-
cija. Tudi, ko operiramo z visokodimenzi-
onalnimi podatki, je zelo pomembno po-
znati projekcije na prostore nizjih dimenzij.

=

Ce prestavimo vektorja @ in b v zate-
tni polozaj, si pravokotno projekcijo vek-
torja @ na nenicelni vektor b najlazje pred-
stavljamo kot senco pod vektorjem 4, ¢e
zarki padajo pravokotno na vektor b.
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a

proj; (@) b
Pravokotno projekcijo vektorja @ na vektor b bomo oznatili s proj; (). Formalno je torej
proj; (@) tak vektor, da je

e njegova smer doloc¢ena s smerjo vektorja b, torej je

proj; (@) = b, (12)
e njegova dolZina dolo¢ena s pogojem, da je vektor @ — proj; (@) pravokoten na b, torej
je
(@ — proj;(d@)) - b = 0. (13)
a
proj; (@) b

Ce v enakosti (I3) nadomestimo proj; (@) z Bb iz (12), dobimo
(@—pb)-b=0,

oziroma po pravilu :
75— pb-b

Ker je b nenielni vektor, je njegova dolZina razli¢na od 0, zato lahko iz zadnje enakosti izra-
zimo f kot

ib

1]l

Iz enakosti torej sledi formula, po kateri bomo rac¢unali pravokotno projekcijo vektorja

@ na vektor b:

P
proj; (@) = ——b.
1511?
-1
PRIMER 5.2.7. Izracunaj pravokotno projekcijo vektorjad = | 2 | na premico skozi tocki B(0, —1,2)
-3

in C(—4,3,0).
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RESITEV:  Premica skozi tocki B in C vsebuje tudi vektor BC.
Zato pravokotno projekcijo vektorja @ na premico skozi tocki B in C

-1
izra¢unamo kot pravokotno projekcijo vektorja @ = | 2 | na vektor
-3
—4
BC=|4|. Velja torej P
_2 -
7 BC 18 |4 |2

W%WWWBWQ_% S04

PRIMER 5.2.8. V trikotniku z oglis¢i A(1,2,1), B(—2,0,7) in

C(1,1, 3) poisci noZisce visine na stranico AB. Izracunaj tudi dolZino
visine na stranico AB.

RESITEV: Oznacimo noZisce visine na stranico AB z N. Da bi
izracunali koordinate tocke N, potrebujemo vektor AN, ki ga bomo izracunali kot projekcijo vektorja

-3 0
R na vektor zﬁ Ker je zﬁ = |-2| in R = | —=1{, sledi
6 2
AR = projs (At = 0F2412 | 12|
PR T e || T 7 |
Krajevni vektor tocke N je enak
1 -3 1
ON=0A+aN= |2 +2|-2| = |10|,
1 6 19
torej je noZiste visine na stranico AB enako N (%, ?, g)
6
7
Visina na stranico AB je dolocena z vektorjem NC = —% , C
2
7 !
torej je njena dolZina enaka ||m|| = /¥ =1 |
A N B

5.3. Vektorski in meSani produkt vektorjev

V tem razdelku si bomo ogledali vektorski produkt dveh
vektorjev v R3. Taksen produkt s smiselnimi lastnostmi je mo-
goce definirati le v R3. V nasprotju s skalarnim produktom
dveh vektorjev, ki je stevilo, je vektorski produkt dveh vektor-
jev v IR® zopet vektor v IR3.
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5.3.1. Definicija vektorskega produkta. Na prvi pogled je
vektorski produkt morda definiran rahlo nenavadno. Namre¢:

Vektorski produkt vektorjev @ in b v R? je vektor
. aq by aybs — azby
axb= an X bz = 613171 - a1b3 5
a3 b3 a1by — arby

Pa vendar se izkaZe, da je taksna definicija smiselna.

2 -1
PRIMER 5.3.1. Doloci vektorski produkt vektorjev d = [ 1 ] in b= [ 0 ]

RESITEV: Vektorski produkt @ x b je po definiciji enak

2 -1 1-4—(=3)-0 4
ixb= {1] X [o] = [(—3)-(—1)—2.4] = {—5].
-3 4 2.0-1-(-1) 1

Za poljuben vektor 7 velja

=
X
=
|
ol

saj je
M a aras — aza, 0
ixd=|a | x| a | =| aza; —agaz | = | 0 |.
as as aijay — doaq 0

5.3.2. Geometrijski pomen vektorskega produkta. Oglejmo si skalarni produkt vektor-
jevd x bind.

. azbz — azby M
(ﬁ X b) -4 = {13b1 — a1b3 : a =
a1by — axby as

= (a2b3 —azbp)ar + (asby — arbs)az + (a1by — axby)az =
= maxbs — ayazby + axazby — ajasbs 4 ajazby — axazb; =
= 0
Podobno bi pokazali, da velja tudi
(@xb)-b=0,
iz Cesar po @ sledi naslednja pomembna trditev:

Vektorski produkt 4 x Eje pravokoten na oba vektorja @ in b. @l
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S

[

PRIMER 5.3.2. Dolo¢i vsaj tri vektorje, ki so pravokotni na vektorjad = | 1 | in b= |0
-3 4

) 1-4—(=3)-0 4
RESITEV:  Vektorski produkt @ x b = |(=3)-(—=1)—2-4| = |—=5| je po ugotovitvi | [57
2.0-1-(-1) 1

gotovo eden izmed vektorjev, ki so pravokotni tako na @ kot na b. In ker je vektor | —=5| pravokoten na
1
B 8 1 [—4] [ 40
d in b, je tudi vsak njegov veckatnik pravokoten nanju. Na primer, vektorji | —10(, | 5 |, | =50 in
2 -1 10

0 tudi vsi pravokotni na @ in b.
Poznamo torej smer vektorskega produkta 4 x b, sedaj pa Zelimo izracunati Se njegovo
dolzino. Najprej izra¢unajmo
1@ x B|[> = (agbs — asby)? + (azby — a1b3)? + (ayby — azby)? =
= (@5b3 + a3b3 + a3b] + ajb3 + aib; + a3b7) —

—2(apasbybs + a1asbibs + ayazbiby).

Ce oznatimo s ¢ € [0, 7r] kot med vektorjema @ in b, dobimo, da je ta izraz enak izrazu
121 |1b] > sin® 1281 1[B]2(1 — cos® ¢) =
1@ 11B1[> — 11l * B[ cos® ¢ =
@l |Ib|? — (@ b)* =
= (af + a3 +a3)(b] + b3 + b3) — (a1by + azba + a3bs)* =
= (a3b3 + a3b5 + a3} + aib3 + ajb + a3bt) —
—2(aazbybs + aazbibs + a1axb1by).

Dokazali smo torej, da velja

1@ % bl| = ||| ||B]|sin g,

kjer je ¢ € [0, 1] kot med vektorjema 7 in b, oziroma, da je dolzina vektorskega produkta enaka
ploscini paralelograma, ki je napet na vektorja @ in b.

V posebnem nam to pravilo pove, kdaj je vektorski produkt dveh vektorjev enak 0. Vektor
@ x bje namre¢ enak 0 natanko tedaj, ko je njegova dolZina enaka 0, torej, koje | ||| ||B|| sin ¢ =
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0. Torej natanko tedaj, ko je vektor @ enak 0 ali je vektor b enak 0 ali paje kot ¢ med njima tak,

da velja sinp = 0, oziroma ¢ =0 ali ¢ = 7.

Za nenicelna vektorja 7 in b velja, da @ x b = 0 natanko takrat, kadar je b = ad.

PRIMER 5.3.3. Izracunaj plos¢ino trikotnika z oglis¢i A(1,2,1), B(—2,0,7) in C(1,1,3).

RESITEV:
Ploscina trikotnika AABC je enaka polovici plosCine paralelograma,

napetega na vektorja 1@ in AAC> .
Ker je plos¢ina paralelograma, napetega na vektorja AB in R,

enaka dolZini vektorskega produkta AB x AC, je plos¢ina trikotnika
AABC tako enaka

3] o 2
%||fﬁxfﬁ|| = 2|||-2| x| :% 6
6 2 3

Doslej smo opisali premico, na kateri lezi vektorski produkt
vektorjev 4 in b (premica je pravokotna tako na vektor @ kot na
vektor b), ter dolZino vektorskega produkta 7 X b (dolZina je
dolocena s plos¢ino paralelograma, napetega na vektorja @ in b).
Vendar obstajata dva vektorja, ki sta podana s taksnim opisom.

Iz definicije vektorskega produkta na strani se je mo-
Zno prepricati, da je vektorski produkt tisti izmed prej opisanih
vektorjev, ki je dolo¢en s pravilom desnosucnega vijaka, oziroma

s pravilom desne roke. Ce sta vektorja @ in b v skupni zacetni legi,
nam pravilo desnosucnega vijaka pravi, da se bo vijak, ki bi ga vr-

teli v smeri od konca vektorja @ proti koncu vektorja b, pomikal
v smeri vektorskega produkta @ x b.

QY
X
S

S

a

Morda si to pravilo lazje predstavljamo s pravilom desne roke. Ta pravi, da postavimo tri
prste (palec, kazalec, sredinec) desne roke tako, da palec in kazalec iztegnjena leZita v ravnini

dlani, sredinec pa iztegnemo pravokotno nanju. Ce kaZe vektor @ v smeri palca in vektor b v

smeri kazalca, potem vektorski produkt @ x b kaZe v smeri sredinca.
Oglejmo si opisane geometrijske lastnosti vektorskega produkta na primerih vektorjev

in k.

77

-

7
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Vemo, da so vektorji i,jin k paroma pravokotni enotski vektorji. Zato poljubna dva izmed
trojice napenjata kvadrat s stranico 1. Velja torej:

ixj=k jxi=—k
xk=1 kxj=—i
kxi=j ixk=—].

Iz pravila desnosuc¢nega vijaka lahko sklepamo, da pri zamenjavi vrstnega reda vektorjev
v vektorskem produktu kot rezultat dobimo vektor, ki kaZe v nasprotno smer, oziroma

Formalno lahko preverimo to lastnost tudi po definiciji, saj velja

a by asbz — azby azby — axb3
axb= ap X bz = ﬂgb] — a1b3 = — a1b3 — ﬂgbl = —bxad.
a3 b3 arby — axby azby — a1by

Menjava vrstnega reda vektorjev v vektorskem produktu je torej bistveno drugacna la-
stnost od simetri¢nosti skalarnega produkta .
Z nekaj tehni¢nega ra¢unanja se lahko prepricamo, da veljata tudi naslednji enakosti:

—

ix (b+7C)=adxb+ax

~

59

Ce primerjamo ti dve enakosti z in @, vidimo, da tudi za vektorski produkt veljata
enaki lastnosti kot za skalarni produkt. Namre¢, vektorjema je vseeno, ali ju najprej sestejemo
in nato vektorsko pomnoZzimo z danim vektorjem, ali pa vsakega zase vektorsko pomnoZimo z
danim vektorjem in tako dobljena vektorja sestejemo. Prav tako vektorski produkt ni ob¢utljiv
na to, kateri faktor mnozimo z realnim stevilom. Dokazov tu ne bomo navajali.

5.3.3. MeSani produkt. PokaZimo najprej naslednjo zanimivo enakost, ki povezuje ska-
larni in vektorski produkt vektorjev:

(@xb)-c=ad-(bx7). 60
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ay by
Poratunajmo posebej levo in posebej desno stran enakosti za vektorjed = | a2 |, b= | b
a3 b3
€1
inc= | ¢ |.Levastran Zeljene enakosti je enaka
3
a2b3 — €l3b2 C1
(ﬁ X b) -C = llg,bl — a1b3 . Co =
a1by — aby c3
(axbs — asby)cq + (asby — a1bs) ey + (ayby — azby)es =
azbscr — azbacy + asbyica — arbser + arbacs — azbycs,
desna pa
a bacs — b3ca
a (b X E) = ap . b3C1 — b1C3 =
a3 bicy — by

= a1(bacs — baca) + ap(baer — bicg) + az(bicz — bocr) =
= a1bycs — aybscr + apbscy — axbics + asbicy — aszbocy.
Hitro opazimo, da se vseh Sest ¢lenov na levi in desni strani ujema.
Ker v enakosti nastopata oba doslej znana produkta vektorjev, desno (in zato tudi
levo) stran te enakosti imenujemo mesani produkt treh vektorjev v IR3.

Me3ani produkt vektorjev @, b in € je skalarni produkt vektorjev @ in b x &
(@,b,8) =a- (b x 7).

Po lastnosti in Ze prej znanih lastnostih @ in velja tudi

(@,b,8) = (bed)= (5db)=
=—@¢eb) = —(bdc) =—(Eba),
kar nam lahko obcasno olajSa rac¢unanje.
PRIMER 5.3.4. Izracunaj meSana produkta a,b,¢)in (b,d,c ) vektorjev
i= inc=
RESITEV: S preprostim izracunom dobimo, da velja
. . 2 2
(@,b,¢)=d-(bx?) = |3 1| =38
1 1
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ter
1 —4
(b,3,6)=b-(@xC) = |-2 2 | =-8
0 2

Mesani produkt vektorjev 7, b in € je torej stevilo, ki ga dobimo kot
(@,b,¢) = - (bx &) = ||| ||b x &]| cos g,

kjer je ¢ kot med vektorjema @ in b x C.

b

Oglejmo si telo, napeto na vektorje @, b in ¢, katerega vsaka stranska ploskev je paralelo-
gram. Taks$no telo imenujemo paralelepiped ali poSevna prizma. Njegov volumen je tako enak
produktu plos¢ine osnovne ploskve in visine na osnovno ploskev, torej

Vige = b xcllo=|[bxcll[a] [cos | = [(d,b, ).

S tem smo pokazali pomembno geometrijsko lastnost meSanega produkta.

Megani produkt (, b, €) je po absolutni vrednosti enak prostornini paralelepipeda, ki
ga napenjajo vektorji 4, b in C.

Iz te geometrijske interpretacije lahko sklepamo, da velja:

Mesani produkt treh nenicelnih vektorjev je enak 0 natanko tedaj, ko vsi
trije leZijo v isti ravnini.

PRIMER 5.3.5. Izratunaj prostornino tetraedra z oglis¢i A(1,—1,0), B(3,2,1), C(2,—3,0) in
D(1,0,—1).

RESITEV: Tetraeder ABCD je tristrana piramida, zato je njen

volumen enak % volumna paralelepipeda, ki ga napenjajo vektorji
2 1 0

AB = B,R: 2| inAD = | 1 .V primeru
1 0 -1

izracunali mesani produkt vektorjev 1@ R zﬁ in tako sledi

Ve = b | (78,72, 78) -

3

€3]

.3.4 smo
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5.4. Ravnina in premica

S pomogjo vektorjev in operacij med njimi, ki smo jih spoznali, lahko zapisemo tudi enacbe
premic in enacbe ravnin.

5.4.1. Premica v prostoru. Najprej si oglejmo, kako opisemo premico v prostoru. Ce fiksi-
. o 1 ~_[a . . . Ce .
ramo to¢ko A(aq,ay,a3) in nenicelni vektor & = [gz } , potem je premica, ki vsebuje tocko A in
3
vektor ¢, ena sama.

p

Za dano premico p vsak nenieln vektor ¢, ki je vzporeden s premico, imenujemo smerni
vektor premice p.

Oglejmo si, kako opiSemo poljubno to¢ko P na premici p s pomocjo dane tocke A na pre-

mici in danega smernega vektorja €. Tocka P leZi na premici p natanko tedaj, ko je vektor zﬁ’
vzporeden vektorju €, kar pomeni, da je

AD =t
zanek t € R. To pomeni, da je 7fp — 74 = t¢€, oziroma
p =74+ tée.

S tem smo pridelali vektorsko obliko enatbe premice.

Ce je A totka na premici ter & njen smerni vektor, potem poljubno totko P na premici
p opisemo kot

p: Fp=7Fa+1E,
kjerjet € R.

Po komponentah to enakost zapisemo kot

X ay e1
Yyl = |az| +1 |e2
z as e3
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oziroma s tremi enacbami:

X =ai +teg
y=ax+te (14)
z = a3 + te3.

Ce so vse tri komponente vektorja & razli¢ne od ni¢, lahko iz vsake enakosti v posebej

izrazimo parameter t kot t = **1, t = Y2 in t = *7%. § tem smo dobili novo obliko enatbe

€
premice, ki jo imenujemo kanonicna oblika:

v e
Ce je A(ay,az,a3) tocka na premici ter € = [gi] njen smerni vektor, potem poljubno
3
to¢ko P(x,y,z) na premici p opisemo kot

X—ay  Yy—ay

€1 _62

Z— a3
€3 ’

Ce je pri tem neka komponenta vektorja ¢ enaka 0, parameter ¢ v ustrezni enakosti v
ne nastopa, zato ga ne izrazimo. Ce je na primer e; = 0, potem v kanoni¢ni obliki enatbe
premice komponenta y nastopa v posebni enakosti kot ¥ = ay, za ostali dve komponenti pa

s X—a1 __ Z—4a3
velja T T

PRIMER 5.4.1. Doloci enacbi premic p in q, kjer p vsebuje tocki A(1,2,1) in B(—1,0,2), premica
g patocki Ain C(2,—1,1).

-2
RESITEV: Za smerni vektor premice p izberemo na primer vektor AB= |2 , za smerni vektor
1
1
premice q pa vektor R = | —=3|. Obe premici gresta skozi tocko A, zato sta vektorski obliki enacb
0
premic p in q enaki
x 1 [—2]
p: |yl = 2| +t|-2],tER, (15)
z 1 | 1]
in o
x 1 1
g: |ly| = (2| +s|[-3|,s€eR (16)
z 1 | 0 |
Ce bi Zeleli zapisati kanoni¢no obliko enacbe premice p, najprej zapisemo enacbo po komponentah
x = 1-2t
y = 2-2t
z = 14t
in nato iz vsake izrazimo parameter t:
x—1 y-2
=—=z—-1
2 - 2 F
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Podobno zapisemo po komponentah

x = 1+s
= 2-—3s
z = 1

in iz proih dveh enakosti izrazimo s. Ker s v tretji enakosti ne nastopa, je spremenljivka z vedno enaka
1. Torej je kanonicna oblika enacbe premice q enaka

x—1=

5.4.2. Ravnina v prostoru. Ravnina v R3 je natancno dolocena s tremi tockami, ki leZijo
na njej. Obicajno ravnine oznacujemo z velikimi grskimi ¢rkami.
Na ravnini X izberimo to¢ke A, B in C, ki ne leZijo na isti premici. Potem nadaljnja tocka

T lezi v isti ravnini kot totke A, B in C natanko tedaj, ko vektorji AT , AB in AC leZijo v isti
ravnini.

Ta pogoj je po lastnosti ekvivalenten pogoju, da je mesani produkt vektorjev AT , AB in
AC enak 0. Torej velja (AB x R) AT = 0, iz Cesar sledi

(AB x AC) - (Fr —74) = 0. (17)
Vektor

ﬁ:ﬁxﬁ

je pravokoten na vektorja AB in R, torej na ravnino X.

Neniceln vektor, ki je pravokoten na ravnino, imenujemo normala ravnine.

Normala ni ena sama, ampak jih je neskon¢no mnogo, vse so med seboj vzporedne, imajo pa
razli¢ne dolzine. Obi¢ajno normalo na ravnino X oznaéimo z 7 ali #iy..

7l ~
ny,
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S tem enakost (17) postane
ii-(Fr —74) =0.
Kaj nam ta enakost pove po komponentah? Ce je ii = [ﬂ ind = 7 -7,, potem morajo
c

koordinate poljubne tocke T(x,y,z) na ravnini . zado$¢ati enacbi
£]-[¢] ~a=0
c z

ax +by+cz=d.

oziroma

Cejeii = [Z)} normala na ravnino X ter A toc¢ka na ravnini ¥, potem je poljubna
tocka (x,y,z) na X. dolotena z enacbo
Yrax+by+cz=d,

-

kjerjed =1 -74.

PRIMER 5.4.2. Ugotovi, katere od tock A(0,1,-1), B(-1,2,-1), C(2,-1,2) leZijo na ravnini % : 2x +
y — z = 1. Doloci Se vsaj dve tocki, ki prav tako leZita na ravnini X.

RESITEV: Na ravnini X leZijo tiste tocke (x,y, z), ki zadoS¢ajo enakosti 2x + y — z = 1. Za tocko
A je leva stran enakostienaka 2 -0+ 1 — (—1) = 2, torej ne leZi na X. Za tocko B je leva stran enakosti
enaka2-(—1)+2—(—1) =1,zatotko Cpa2-2+ (—1) —2 =1, zato obe, B in C, leZita na X.

Nadaljnji tocki D in E si lahko izberemo tako, da poljubno izberemo dve koordinati, tretjo pa izra-
Cunamo iz enacbe ravnine X.. Naj leZita torej D(0,0,d) in E(0,13,e) na X. Potem velja —d = 1, torej
d= —1ter13 —e =1, toreje = 12. S tem smo dobili tocki D(0,0, —1) ter E(0,13,12) na ravnini .

PRIMER 5.4.3. Dolo¢i enacbo ravnine X, ki vsebuje tocko A(1,2,3) in je pravokotna na premico
= 3 1
1y = t-2].
pety [é} + [—1]

RESITEV:  Ce je ravnina ¥. pravokotna na premico p, potem je P
vsak nenicelni vektor, ki leZi na premici p, tudi normala ravnine X.

. . . 1 .
Izberimo torej smerni vektor [ ﬂ za normalo ravnine X.:

o[y

Ker je A tocka na ravnini, dobimo $tevilo d kot
1 1
d=#n-7p=1|-2 [ }:—6.
S EIRE

Zato je enacba ravnine X enaka
Y:x—2y—z=—6.

Ce je ravnina X doloena s to¢ko A in normalnim vektorjem 7, potem je razdalja tocke T
do ravnine X enaka dolZini pravokotne projekcije vektorja AT na normalo 7:
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(Ffr —7a) -7

ATE) ==

Pri tem je vrednost skalarnega produkta (71 —74) - # v Stevcu formule enaka 0 za
tocke, ki leZijo na ravnini X, pozitivna za vse tocke, ki leZijo v tistem polprostoru glede na
ravnino X, v katerega kaZe normala 7, ter negativna za to¢ke na drugem bregu ravnine.

PRIMER 5.4.4. Piramida ima oglis¢a A(3,1,1), B(1,3,4), C(—1,—-1,1) in D(3,—2,7). Doloci
visino piramide iz tocke D.

RESITEV: Trikotnik ABC leZi na ravnini ¥, ki jo napenjajo tocke A, B in C, zato je visina enaka
razdalji tocke D do ravnine .
Normala na ravnino X je vzporedna vektorju

Tt = 7] 5[] = [ ) e[ 2]

—

. . N 1 « . - . .
zato lahko za normalo ravnine ¥ izberemo vektor i = { —2] . Izracunamo Se d = #i - 74 = 3 in dobimo
2

enacbo ravnine
X:x—2y+2z=3.

Oddaljenost tocke D od ravnine . izracunamo po formuli kot
(Fp —7a) -1

T :%H%}'Bz”:@

zatorej je visina iz 0glisca D na stransko ploskev ABC enaka 6.

d(D,x) =




POGLAVJE 6

Matrike

Ko enkrat znamo ratunati z vektorji v IR3, se kaj hitro zaénemo spragevati, ali znamo
ra¢unati tudi s stolpci, ki imajo ve¢ kot tri komponente in mogoce celo z ve¢ stolpci naenkrat.
Stevila lahko uredimo v tabelo z ve¢ vrsticami in ve¢ stolpci, ki jih bomo imenovali matrike.

Matrike so osnovni gradnik podro¢ja matematike, ki ga imenujemo linearna algebra. Ne-
pogresljive so tudi v racunalni$tvu, saj lahko z njihovo pomoc¢jo med drugim konstruiramo in
obdelujemo slike, animiramo 3D vizualizacije, z nekoliko ve¢ znanja pa lahko tudi prepozna-
vamo pisavo, obraze ali pa sestavimo 3D model iz fotografij obraza.

Na primer, matrika, katere elementi so realna $tevila z intervala [0, 1]

0470 0.385 0190 0486 0407 0172 0979 0.640 0.331 0.178
0.786 0934 0496 0.592 0.888 0.819 0979 0.195 0.384 0.653
0719 0979 0412 0.769 0.813 0476 0.509 0.809 0.717 0.366
0322 0.870 0.988 0.769 0.033 0.699 0.400 0.922 0.053 0.679
0.094 0599 0.679 0.660 0911 0.803 0.553 0.703 0.610 0.466
0.087 0437 0313 0.603 0.394 0.696 0991 0.128 0.327 0.024
0.064 0.558 0436 0938 0.196 0921 0984 0.786 0.993 0.712
0403 0.297 0.839 0.285 0438 0277 0506 0.196 0.822 0.659
0437 0561 0.732 0474 0991 0380 0.369 0.893 0.151 0.061
0.078 0943 0.715 0.111 0.822 0.438 0.556 0.418 0.345 0.022
0.871 0.561 0909 0.119 0.110 0.168 0.598 0.548 0.132 0.515
0993 0456 0.686 0.817 0.066 0404 0.606 0.677 0.589 0.448
0968 0.0127 0.061 0.446 0.359 0.688 0.989 0.246 0.304 0.852
| 0180 0.830 0.524 0.645 0.838 0919 0.680 0.962 0.756 0.807

s Stirinajstimi vrsticami in desetimi stolpci, nam predstavlja bitno sliko:

T,

v kateri Stevilo 0 predstavlja ¢rno polje, Stevilo 1 pa belo. S preprostimi matri¢nimi operacijami
lahko sliko posvetlimo ali potemnimo. Iz vecih taksnih slik pa prepoznavamo njihove skupne
lastnosti.

113
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6.1. Osnovni pojmi in lastnosti matrik

6.1.1. Definicija. V sploSnem ima matrika poljubno Stevilo vrstic in stolpcev, njeni ele-
menti pa so poljubna realna Stevila.

Matrika velikosti m X n je pravokotna tabela stevil z m vrsticami in 7 stolpci

a1 412 - g
azy dpp - A2y
Am1 Am2 -~ OGmn

Na kratko jo bomo zapisali tudi

[a5] -

Matrike bomo oznadevali z velikimi tiskanimi ¢érkami in za matriko A realnih $tevil veli-
kosti m x n bomo pisali

A c ]I{TYZXH
Matriko sestavljeno iz samih ni¢el bomo imenovali nicelna matrika in jo oznadili z
0=1[0] € R™™

V Poglaviju |5 smo se naudili ra¢unati z matrikami z enim stolpcem in tremi vrsticami.
Matrike, ki imajo en sam stolpec, imenujemo stolpec. Matriko z eno samo vrstico pa imenujemo
vrstica. Matrika je kvadratna, ¢e ima enako $tevilo vrstic in stolpcev.

Matriki A = [a;] € R"*"in B = [b;;] € RP*7 sta enaki natanko tedaj, ko
(1) imata enako Stevilo vrstic (m = p),
(2) imata enako Stevilo stolpcev (1 = g) in
(3) se ujemajo njuni istolezni elementi (2;; = b;jj za vsak i = 1,...,minj =
1,...,n).

6.1.2. SesStevanje, mnoZenje s Stevilom in transponiranje. Najprej definirajmo operaciji
seStevanja matrik in mnoZenja matrik s Stevili, ki nam posplosujeta operaciji seStevanja vek-
torjev in mnozZenja vektorjev s Stevili.

Vsota matrik A = [a;;] € R™"in B = [b;;] € R"™*" je matrika
A+ B= [al’]’ - bl]] € R™*",

Torej dobimo vsoto matrik tako, da seStejemo istoleZne elemente matrik. Pri tem pazimo na to,
da lahko sestevamo le matrike istih velikosti. Podobno definiramo produkt matrike s Stevilom,
kjer vsak element matrike pomnoZimo z danim Stevilom.
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Produkt matrike A = [a;;] € R™*" s Stevilom & € R je matrika
aA = [aa;] € R™".

Pri tem bomo produkt matrike A s $tevilom -1 pisali krajse tudi kot —A = (—1)A in zatorej
lahko definiramo tudi razliko dveh matrik kot

A—B=A+(-B).

Vcéasih nam bo ustrezalo, da bomo zamenjali vlogi vrstic in stolpcev v matriki. To po-
meni, da bomo stolpce matrike prepisali po vrsticah v novo matriko, ki jo bomo imenovali
transponirana matrika. TakSno operacijo imenujemo transponiranje.

a1 412 0
) . . a1 dzp - g . )
Transponirana matrika matrike A = . . . . € R"™*" je matrika

Am1 Am2 - Omn

air 421 0 Aml

Az 4 - am

AT _ ] ] ‘ i c R,
Ap d2n - Amn

Transponirana matrika stolpca je torej vrstica in transponirana matrika vrstice je stolpec.

PRIMER 6.1.1. Izradunaj tiste izraze izmed AT —A,2A, A+B A+C, A+CT,A—CVin
(2A — B)T + 3C, ki jih je mogoce izracunati za matrike

10
120 1237,
A‘{o 3 4]'3—{3 2 1}”“:— éi

RESITEV: Paziti moramo na to, da lahko seStevamo le matrike istih velikosti. Torej vsote A + C ne
moremo izracunati. Vse ostale izraze s seznama pa lahko, in sicer velja:

10
AT=12 3 —A=(-1)A= -1 =20
o 4 0 -3 —4
2 40 2 4 3
2A_{068] A+B_[355}
+ [2 40 1. _Joo0o
A+C_[068} A C‘[ooo}
T [3 0 4 -3
(2A—B)T+3C:{13 i _73} +16 9 |=| 8 13
0 12 ~3 19
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Lastnosti seStevanja matrik in mnoZenja matrik s Stevilom so enake kot v primeru se-
Stevanja vektorjev in mnoZenja vektorjev s Stevili, kot na primer tiste s strani [90|in Vse
lastnosti lahko neposredno preverimo z ra¢unanjem izrazov po elementih. Tako za seStevanje
matrik istih velikosti velja, da lahko njihov vrstni red poljubno menjamo A +B = B+ A in
A+ (B+C) = (A+ B) + C. Nictelna matrika posplosuje stevilo 0 in velja A +0 = A. Za
mnoZenje matrik pa velja tudi a(BA) = (aB)A, (a + B)A = 0A+ BAina(A+ B) =aA+ BB
zavse A, B € R™*" ter poljubni stevili o, § € R.

Kaj pa lahko zanimivega povemo o transponiranju matrik? Ce matriko dvakrat transpo-
niramo, potem dvakrat zamenjamo vlogi vrstic in stolpcev, kar pomeni, da dobimo nazaj ori-
ginalno matriko:

(AN = A.

Ker sestevanje matrik poteka po komponentah, za matriki A = [aij] € R"™"in B = [blﬂ €
R™x" Velja (A + B)T = [ﬂl’]’ + bij]T = [ﬂ]’i + b]l] = [aﬁ] + [b]l} = [ai]-]T + [sz] T, ali krajée:

(A+B)T = AT +BT.

Podobno se prepri¢amo, da velja tudi (¢ A)T = [ucai]-]T = [aa;] = afaj] = [aij]T. S tem
smo pokazali, da lahko menjamo tudi vrstni red transponiranja in mnoZenja s skalarjem:

(wA)T = AT,

6.1.3. Produkt matrik. Produkt matrik je posplositev skalarnega produkta vektorjev. Ma-
triki A € R™" in B € R7*? lahko zmnoZimo le, e je Stevilo stolpcev prve matrike enako
Stevilu vrstic druge matrike (n = g). Produkt matrik A in B je matrika, ki ima toliko vrstic m
kot ima vrstic prva matrika in toliko stolpcev p kot ima stolpcev druga matrika.

Na primer, produkt 5 x 4 matrike A in 4 x 3 matrike B je 5 x 3 matrika C = A - B.

* * * * * * *
* ok b13
a1 Ay a3 a4 « % b * k023
* * * 23 = *k * *
b3 k k * * b33 * * %
* *x b
* % k 43 * * *

Pri tem je na primer element matrike C v drugi vrstici in tretjem stolpcu enak
€23 = 1013 + axbo3 + ax3b33 + azsbys.

V elementu cy3 opazimo posplositev skalarnega produkta vektorjev s stirimi komponentami.
Prvi je dobljen iz druge vrstice matrike A, drugi pa iz tretjega stolpca matrike B. Na taksen
nacin izra¢unamo vsakega od elementov matrike produkta A - B, ki ga bomo raje oznacevali z
AB.
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Produkt AB matrik A € R"™ " in B € R"*? je matrika C velikosti m x p, katere
element ¢;; izratunamo kot

n
cij = ) aiby;.
k=1

PRIMER 6.1.2. Za matrike
4 5 3 1
A:{iéz], =] 1 -2 0 nmC=| 4
-1 2 -6 -2
izra¢unaj tiste izmed produktov AB, BA, AC in CA, ki jih je mogoce izracunati.

RESITEV: Ker ima matrika A tri stolpce, matrika B pa tri vrstice, lahko izratunamo produkt AB.
Ta je enak

- 4 5 3
AB = 411 ; 2] 1 -2 0 |=
. -1 2 -6
[ 1-442143-(=1) 1:-542-(=2)+3:2 1:34+2-04+3-(—=6) ] _
T | 4445 146-(-1) 4-545-(-2)+6-2 4-3+5-0+6-(—6)
_[3 7 -15
- 15 2 -4

Produkta BA ne moremo izracunati, ker se ne ujema stevilo stolpcev matrike B (ki je enako 3) s Stevilom
vrstic matrike A (ki je enako 2). Prav tako ne moremo izracunati produkta CA, saj ima matrika C le en
stolpec, medtem ko ima matrika A dve vrstici.

Lahko pa izracunamo produkt AC, ki je enak

e-[333]) 4 -] - 18]

Oglejmo si nekaj lastnosti mnoZenja matrik, na katere moramo biti zelo pozorni. Ce zmno-
zimo nenicelni matriki, je njun produkt lahko ni¢elna matrika:

01 02| |00
00 0o 0] |00}
kar se na primer pri mnoZenju realnih stevil ne more zgoditi.

Tudi, ¢e lahko izra¢unamo produkt matrik A in B, v splosnem ne velja, da bi bil produkt
AB enak produktu BA. Na primer,

HE IR  F A et

Zato moramo vselej paziti, v katerem vrstnem redu mnoZimo matrike.
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Poleg tega za matrike ne velja pravilo krajsanja. Izberimo matrike A = [ } :} ], B =

1 21, 0 2| ~ .
{1 3 } inC= [ 0 3 }.Ce izra¢unamo produkta

a1 2[5 2]

1 -1 0 2 0 -1
Ac{l —1“0 3}[0 —1}'
opazimo, da velja AB = AC. A v tej enakosti ne smemo krajsati matrike A na obeh straneh,

saj se matriki B in C razlikujeta. Torej pravilo krajsanja, ki ga dobro poznamo in uporabljamo
pri ra¢unanju z realnimi stevili, za matrike ne velja.

in

Prepricajmo se, da je matri¢no mnozenje asociativno, kar pomeni, da velja

A(BC) = (AB)C

za matrike A = [g;]] € R™*", B = [b;] € R"™7 in C = [c;;] € RP*". Element v i-ti vrstici in
j-tem stolpcu matrike A(BC) je enak

n P
(A(B Z a;x(BC)x Z Ak Z bucij = Y Y axbucyj,
k=11=1
hkrati pa je element v i-ti vrstici in j-tem stolpcu matrlke (AB)C enak
((AB)C Z (AB)jcij = Z Z aigbyicij,

iz ¢esar sledi . Zaradi lastnosti asociativnosti mnoZenja lahko torej za kvadratno matriko

A € R rekurzivno definiramo njene potence.

Za kvadratno matriko A € R"*" njene potence rekurzivno definiramo kot:
Al = 4
A" = AA™T

PRIMER 6.1.3. Izracunaj vrednost izraza A* + 2A? za matriko A = [ } _11 } .

RESITEV: Najprej poracunajmo potence matrike A:
2 |0 =2 3| =2 =2 ‘ 4 | -4 0
A_[ZO’A_Z—Z znA—0_4.
Sledi, da je
-4 —4 }

4 2 _
A+2A_{ Y 4
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Podobno se prepricamo, da veljata distributivnostna zakona, ki povezujeta seStevanje in
mnoZenje matrik:

(A+ B)C = AC + BC

A(B+C) = AB+ AC

Zopet pokazimo, da sta element v i-ti vrstici in j-tem stolpcu matrike (A + B)C in element
v i-ti vrstici in j-tem stolpcu matrike AC + BC enaka, kjer je A = [a;;] € R"™*", B = [b;j] €
R™*"in C = [c;;] € R"*P. Velja namret:

n

(A+B)ickj = Y (i + bi)cxj =
k=1

I
1=

((A+B)C)jj

»
I
—

I
1=

n n
(aikckj + bixckj) = Y, aixcrj + Y bixcyj =
=1 =1

I
—

I
—_

AC) i+ (BC)ij = (AC + BC)Z']‘

=

iz ¢esar sledi prvi izmed obeh distributivnostnih zakonov. Dokaz drugega od distributivno-
stnih zakonov bomo izpustili.

Preverimo Se, kaj je transponirana matrika produkta AB. Njen element v i-ti vrstici in
j-tem stolpcu je enak

((AB)T);; = (AB);; = Xn: ajby; = Zn:(BT)ik(AT)kj = (BTAT);
P =

in zato velja:

(AB)T = BTAT,

Med vsemi kvadratnimi matrikami izpostavimo matriko, ki mnoZi tako, kot to dela stevilo
1 med realnimi Stevili

Identicna matrika I, (ali identiteta) je kvadratna matrika I, = [a;;] € R"*", ki ima na
diagonalnih elementih a;; enice, izven diagonale pa same nicle:

L Jui=i
P10, i #]




6.2. SISTEMI LINEARNIH ENACB 120

100 123
Poglejmo, kaj se zgodi, ¢e matrikolz = | 0 1 0 | mnoZimozmatrikoA= | 4 5 6
0 01 7 89
Produkta I3A in Al3 sta enaka:
(1 0 0] [1 2 3] [1 2 3]
LA = 010 4 56 |=|456|=A
|00 1] [7 8 9] | 7 8 9 |
(1 23][100] [1 2 3]
Al = 4 5 6 01 0|=|456]|=A
|7 8 9110 0 1] | 7 8 9 |

Lahko se je prepricati, da tudi v sploSnem velja, da se matrika ne spremeni, ¢e jo mnozimo z
identi¢no matriko. Namre¢, za vsako matriko A € R™*" velja:

Al, = A in [,A = A.

6.2. Sistemi linearnih enacb

6.2.1. Definicija. Med enacbami je najlaZje reSevati tiste, v katerih neznanke nastopajo v

prvi potenci, na primer
2x = 3.
Taksni enacbi pravimo linearna enacba. Ce namesto ene neznanke vzamemo tri x, ¥,z in jih
povezZemo v linearno enacbo
2x+y—z =3,

nam mnoZica resitev te linearne enatbe predstavlja neko ravnino v prostoru R3.

MnozZico linearnih enacb:

2x+y—z = 5

x—=2y+z = —4
imenujemo sistem linearnih enach. Geometrijsko je mnoZica resitev dveh linearnih enacb s tremi
neznankami presek dveh ravnin v IR3, ki jih ti dve ena¢bi dolo¢ata. Ker je presek dveh ravnin
lahko ravnina, premica ali pa je presek prazen.

V tem razdelku se bomo naucili, kako v splosnem resevati velike sisteme enacb in obrav-
navati Stevilo njihovih reSitev.

Sistem m linearnih enacb z n neznankami je mnoZica enacb

a11x1 + apxy +az3xs + - - -+ a1 Xy =b
Ap1X1 + axpXo + axzxsz + - - - + axuxy =b
az1x1 +4azXp + 433Xz + - +az Xy = b3 (18)

A1 X1 + App X2 + Ap3X3 + - - + AnXn = by,
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PRIMER 6.2.1. Poisci resitev sistema enach
x—2y+z = —4
2x+y—z = 5.

RESITEV: Ce obe enacbi sestejemo, iz dveh enacb s po tremi neznankami dobimo enacho
3x—y=1

z dvema neznankama, iz katere lahko izrazimo y = 3x — 1. Ce tako dobljeno zvezo vstavimo v drugo
enacbo danega sistema enach, lahko iz nje izrazimo tudiz = 2x+y —5 = 2x+ (3x —1) =5 = 5x — 6.
S tem smo kot resitev sistema enacb dobili vse trojice Stevil

x, y=3x—-1,z=5x—6,

pri Cemer je x poljubno realno Stevilo.
Geometrijsko, presek ravnin, ki ju dolocata enacbi danega sistema, je premica, ki je vektorsko podana
kot
x=t y=3t—-1,z=5-6,
kjer jet € R.

Ce Zelimo sistem enacb (18) oznaciti bolj kompakino, zapiSemo matriko, sestavljeno iz
koeficientov pred neznankami x1, xo, ..., X, kot

an aipp ... Au
a a N a

A— 21 22 2n c RXM
AGm1 Am2  --- Amn

Matriko A imenujemo matrika sistema ({I8). Poleg tega neznanke zlozimo v stolpec ¥ € R”,
proste koeficiente na desni strani pa v stolpec b € R™, ki ga imenujemo desna stran sistema:

X1 by

x2 - by
X = in b=

Xp by

Pri danih neznankah x1, xp, ..., x;, nam matrika sistema A € R"™*" in desna stran sistema
b € R™ nosita vse informacije o sistemu linearnih enacb.

Sedaj opazimo, da so leve strani sistema natanko vrstice produkta AX in zato je sistem
linearnih enacb po komponentah zapisana matri¢na enakost:

A% =D.

6.2.2. Gaussova eliminacija. Velike sisteme enacb je vedno dobro resevati tako, da jih
preoblikujemo v ekvivalenten sistem, ki ima manj enacb in manj neznank. A v sploSnem se
lahko pri resevanju velikih sistemov brez algoritma, kako to sistemati¢no narediti, kaj hitro
izgubimo. Zato si oglejmo uéinkovit algoritem, kako reSevati sisteme linearnih enacb.

Vemo Ze, da s sestevanjem dveh enacb dobimo novo enacbo, kateri prav tako ustrezajo
resitve prvotnega sistema enacb. Jasno je, da se reSitve sistema enacb ne spremenijo, ¢e

(E1) v sistemu dve enacbi med sabo zamenjamo,

(E2) eni enacbi pristejemo veckratnik druge,

(E3) poljubno ena¢bo pomnozimo z nenicelnim Stevilom.
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Ko izvajamo taksne operacije na enac¢bah sistema linearnih enacb, se nam spreminjajo tako
koeficienti na levi strani kot na desni strani enacb v sistemu. Videli smo, da lahko vse podatke

0 sistemu strnemo v matriki A in b. Najbolj prakti¢no bo, da bomo matriki A € R"™*" in
b € R™*! tako zloZili v eno samo matriko velikosti m x (1 + 1), da bomo matriki A dodali e
stolpec b. Tako sestavljeno matriko bomo oznacili z

[417]
in jo imenovali raz$irjena matrika sistema. Tako bomo lahko operacije (E1), (E2) in (E3) izvajali
na razsirjeni matriki sistema.

Resitve sistema linearnih enatb AX = b se ne spremenijo, ¢e v raz$irjeni matriki
sistema [A \ b}:
(E1) med seboj zamenjamo dve vrstici,

(E2) posamezni vrstici pristejemo veckratnik neke druge vrstice,
(E3) vrstico pomnoZzimo z neni¢elnim realnim stevilom.

S temi operacijami, ki jih bomo imenovali elementarne operacije, lahko nas sistem poljubno
polepsamo. Neznanke iz enacb najlazje izrazimo, ¢e je kar najvec koeficientov v sistemu ena-
kih 0. Nas cilj je z elementarnimi operacijami na razsirjeni matriki sistema sistemati¢no pride-
lati ¢im vec nicel pod diagonalo, torej na mestih a;;, kjer je j < i.

PRIMER 6.2.2. Zapisi razsirjeno matriko sistema

x—2y+z = —4
2x+y—z = 5
3x—y+z = 0

in jo s pomocjo elementarnih operacij prevedi na obliko, ki ima pod diagonalo same nicle.

RESITEV: Razsirjena matrika sistema je enaka
1 -2 1|4

2 1 -1]5
3 -1 10
V njej uporabimo enico v proem stolpcu:
(1 -2 1 | -4 X—2y+z = —4
2 1 1|5 2x+y—z = 5
3 -1 1 0 3x—y+z = 0,

da s prvo vrstico in operacijo (E2) pridobimo pod to enico same nicle. To naredimo v dveh korakih:
najprej drugi vrstici pristejemo (—2)-kratnik prove vrstice

1 -2 1 |-4] X—-2y+z = —4
0) 5 3|13 5y —3z 13
|3 -1 1 0 | 3x—y+z = 0,
nato pa e tretji vrstici pristejemo (—3)-kratnik prve vrstice:
[ -2 1 | -4 X—-2y+z = —4
0,5 3|13 5y -3z = 13
0,5 -2]12 Sy -2z = 12
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V tako preurejenem sistemu linearnih enach nam neznanka x nastopa le v proi enacbi. S tem smo zmanj-
Sali stevilo neznank v zadnjih dveh enacbah. Sedaj postopek ponovimo na njih. Uporabimo koeficient 5
pred neznanko y v drugi enacbi, da z njo izni¢imo neznanko y v zadnji enacbi.

1 -2 1|4
065 -3|13
0/ 5 -2|12

V ta namen zadnji vrstici priStejmo minus drugo vrstico:

1 -2 1 |4 X—2y+z = -4
0,5 -3|13 5y—3z = 13
0 (0) 1 -1 z = -1

Iz tako dobljenega sistema hitreje izracunamo resitev sistema enacb. Iz tretje enacbe razberemo, da je
z= -1
To vstavimo v drugo enacbo, iz katere dobimo
S5y =13+ 3z =10,
torej y = 2. Nato pa iz prve izratunamo

x=—-4+2y—z=1

Na primeru smo videli, kako lahko na razsirjeni matriki sistema po stolpcih od leve proti
desni pridobimo pod diagonalo same nicle. To naredimo tako, da

e v prvem stolpcu izberemo nenicelni element,
e ga z (E1) po potrebi prestavimo v prvo vrstico in
e zoperacijami (E2) z njegovim veckratnikom izni¢imo ostale koeficiente v prvem stolpcu.

Nato postopek ponovimo na manj$i matriki, ki vsebuje vse vrstice razen prve in vse stolpce
razen prvega. Splosni algoritem imenujemo Gaussova eliminacija in temelji na zaporednem
izlo¢evanju neznank z operacijami (E1), (E2) in (E3).

Z Gaussovo eliminacijo lahko iz poljubne matrike A pridobimo vrsticno stopnicasto obliko,
ki ima naslednji lastnosti:

(1) za nek ¥ > 0 je prvih r vrstic matrike nenicelnih, zadnjih m — r vrstic pa ima same
nicle,

(2) v prvih r nenicelnih vrsticah imenujemo najbolj levi nenicelni element vsake vrstice
pivot in ¢e opazujemo dve zaporedni vrstici, je pivot v spodnji vrstici bolj desno od
pivota v zgornji vrstici.

Pri tem se izkaZze, da je Stevilo pivotov r neodvisno od zaporedja operacij (E1), (E2), (E3),
ki jih izvajamo na matriki A. To Stevilo imenujemo rang matrike A.

Rang matrike A je Stevilo pivotov, ki jih dobimo v vrstiéni stopnicasti obliki po
Gaussovem postopku na matriki A, torej stevilu nenicelnih vrstic v vrsti¢ni stopni-
¢asti obliki matrike A.

Rang matrike A bomo oznadili z rang(A).

Ko resujemo sistem enacb AX = b, je nas cilj z Gaussovo eliminacijo iz razsirjene matrike

sistema [A\ b } pridobiti na podmatriki A vrsti¢no stopni¢asto obliko.
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prvih r vrstic s pivoti

m — r nic¢elnih vrstic

To pomeni, da z Gaussovo eliminacijo lahko iz razsirjene matrike sistema v kon¢no kora-
kih z uporabo operacij (E1), (E2) in (E3) na koncu postopka dobimo matriko v vrsti¢no stopni-
¢asti obliki:

[P, k. x o X
0 0 ... poy o x L
0 0 ... 0 ... p3py ... %
O 0 O O p,,/\,r * * 7
0 0 0 0 0
i 0 0 ... 0 ... O ... 0 ... 0} |

kjer so pik,, Pak,, - - - » Prk, Pivoti vrstitne stopnicaste oblike razsirjene matrike. Ker je pivotov
natanko 7, je rang matrike A enak r.

Oglejmo si, kaj nam pove zadnjih m — r enacb, kjer je r rang matrike A. Vse leve strani
zadnjih m — r enatb so enake 0. Ce bi bila vsaj ena * na desni strani v zadnjih m — r vrsticah
nenicelna, torej, ¢e bi v razsirjeni matriki sistema obstajal en pivot ve¢ kot v matriki sistema
A, bi dobili protislovno enacbo. To bi pomenilo, da sistem nima resitev. V nasprotnem, ¢e so
vse desne strani zadnjih m — r enacb enake 0, pa je vsaka od zadnjih m — r enacb tavtologija
oblike 0 = 0, torej je gotovo izpolnjena pri poljubni izbiri vrednosti x1, x2,...,x,. Zato jih lahko
izpustimo pri iskanju resitev. S tem smo ugotovili naslednje:

Sistem m linearnih enacb z n neznankami je resljiv natanko tedaj, ko je rang matrike
sistema enak rangu razsirjene matrike sistema.

PRIMER 6.2.3. Ali ima sistem enacb

x+2z =1

—x+2y+z4+w = 0
x—y—z+w = -1
x+y+3z+w = -1

resitev?
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RESITEV: Razsirjena matrika sistema je enaka

1 0 2 0|1
-1 2 1 1|0
1 -1 -1 1|-1
1 1 3 1]-1
Uporabimo postopek Gaussove eliminacije in jo preoblikujmo v vrsticno stopnicasto obliko. Pod matriko

bomo zapisali operacije, ki jih bomo naredili. Pri tem bo simbol vy ~» vy + vy pomenil, da bomo v
naslednjem koraku drugi vrstici pristeli prvo vrstico.

1 0 2 0] 1 1 0 2 0] 1
-1 2 1 1|0 |02 s 1) .
1 -1 -1 1]|-1 0 -1 -3 1|-2
1 1 3 1]-1 0] 1 1 1|-2
Uy o~ U401 vy~ Uy
U3 ~ U3 — 01
U4 ~> 0Up
Ug ~ U4—101
1 0 2 0] 1 1 0 2 0 1
. o00@m 1 1|-2 om o2
0j-1 -3 1|-2 0//0 -2 2 |4
0 2 3 1] 1 0/0, 1 —-1|5
U3~ U3+ 0
Vg ~> U4 — 2?)2 03 _203
10 2 0 1 1 0 2 O 1
. o1 1|2 o omr 12
ojf0j1 —-1| 2 ojf0j1 —-1| 2
0/l0)1 =11 5 0/fl0j0) 0 | 3

Rang matrike A je enak 3, saj imamo v matriki A (levo od Crte, ki razmejuje matriko sistema in desno
stran sistema) tri pivote oziroma tri nenicelne vrstice v vrsticno stopnicasti obliki. Ce pa si ogledamo
celotno razsirjeno matriko v vrsticno stopnicasti obliki, pa opazimo, da ima stiri nenicelne vrstice, torej
je njen rang enak 4. Zatorej
rang A =3
in
rang [A | E} =4

in dani sistem linearnih enacb ni resljiv.

Ce ugotovimo, da sistem nima regitev, se ne splaca ve truditi z njim. Ce pa je sistem re-
8ljiv, lahko vrsti¢no stopnicasto obliko matrike Se bolj poenostavimo in pridobimo v razsirjeni
matriki sistema $e mnogo nicel nad diagonalo, in sicer nad vsakim pivotom. Nadaljujemo s
postopkom podobnim Gaussovi eliminaciji, ki ga imenujemo tudi Gauss-Jordanova eliminacija:
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za¢nemo z najbolj desnim pivotom v vrsti¢no stopnicasti obliki matrike A, ki ga uporabimo,
da izni¢imo vse elemente nad njim. Nato pa nadaljujemo z istim postopkom s pivoti proti levi
in tako prvih r vrstic matrike preoblikujemo v matriko oblike:

* * 0 * * 0 * 0 *
0 0 0 * * 0 0 * | ok
0 0 0 0 0 *
0 0 0 *

Pravimo, da je taksna matrika v reducirani vrsticno stopnicasti obliki. Ta se od vrsti¢no stopnica-
ste oblike razlikuje po tem, da neznanke, ki nastopajo v pivotih, ne nastopajo v nobeni drugi
enacbi, kar pomeni, da jih lahko preprosto izrazimo. Takim neznankam, ki pripadajo pivotnim
stolpcem, pravimo glavne neznanke. Ostalim neznankam pa pravimo proste neznanke.

PRIMER 6.2.4. Resi sistem
x—2y+z = —4
2x+y—z = 5
3x—y+z = 0

s pomocjo zapisa razsirjene matrike v reducirano vrsticno stopnicasto obliko.

RESITEV: V primeru smo zapisali matriko in sistem v vrsticni stopnicasti obliki kot:

1 2 1 |-4 X—-2y+z = —4
0o)5 -=-3|13 5y -3z = 13
00 1 | -1 z = -1

Sedaj zac¢nimo postopek pridobivanja nicel nad diagonalo. Najprej uporabimo zadnjo vrstico, da
pridobimo nicle nad zeleno enico v tretjem stolpcu. Najprej 3-kratnik tretje vrstice pristejemo drugi
vrstici:

1 -2 1|4 X—2y+z = —4
0] 5 0] 10 5y = 10
0 0 1) -1 z = -1,
nato pa e (-1)-kratnik tretje vrstice proi vrstici:
1 -2 0]-3 x—2y = -3
0] 5 0] 10 5y = 10
0)(0) 1|1 z = -1
Sedaj lahko drugo vrstico delimo s 5
1 -2 0]-3 x—-2y = -3
0,1 0] 2 y = 2
0/ (0)1|-1 z = -1

in z uporabo enice v drugi vrstici pridobimo nad njo niclo tako, da prvi vrstici pristejemo 2-kratnik
druge vrstice:

10)0] 1 0= 1
0@ 0] 2 y = 2
0/0)1]-1 z = -1

S tem smo dobili sistem enach, iz katerega nadvse preprosto razberemo resitev: x =1,y =2inz = —1.
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Oglejmo si primer, ko sistem linearnih enacb nima le ene resitve.

PRIMER 6.2.5. Poisci resitve sistema linearnih enacb

x+2y = 5
—X—-Yy+z = —4
2x+y—-3z = 7.

RESITEV: Zapisimo razsirjeno matriko sistema

1 2 0 5
-1 -1 1 |-4
2 1 3|7

in najprej s pomocjo Gaussovega postopka preoblikujmo matriko v vrsticno stopnicasto obliko.

1 2 015 1 2 015 1 2 0]5
-1 -1 1 |4 — 01 1 1 — 011 141
2 1 3|7 0/ -3 -3|-3 0/(0)0]0

Uy o~ U+ U1
s~ D3 — 201 vy ~ U3+ 307

Opazimo, da je rang matrike enak 2, prav tako kot rang razsirjene matrike. Zato je sistem resljiv,
torej ga preoblikujmo v reducirano vrsticno stopnicasto obliko.

1 2 0|5 10 -2|3
01 1|1 — o/ 1 |1
0/(0)0|0 0/(0] 0 ]O

U1~ U1 —20p

Pivota, ki se pojavljata v pruih dveh stolpcih, pripadata neznankama x in y. V stolpcu, ki ustreza
neznanki z, nimamo pivota, zato je z prosta neznanka. Z njo lahko iz enacb, ki pripadata proima dvema
vrsticama:

x—2z = 3

y+z = 1,
izrazimo glavni neznanki x in y:

X = 2z+3

y = -z+1L

Dobili smo neskoncno resitev sistema enacb, za vsako realno Stevilo z dobimo po eno resitev.

V primeru je imel sistem linearnih enacb eno prosto neznanko in zato neskon¢no
resitev. Ce bi imeli $e vec prostih neznank, bi imeli Se ve¢ parametrov, s katerimi bi izrazili
neskonno regitev. Sistem enacb A% = b ima natanko eno regitev natanko tedaj, ko v sistemu
ni prostih neznank. To se zgodi natanko tedaj, ko je rang(A) enak rangu razsirjene matrike,
ta pa je enak Stevilu neznank. V nasprotnem primeru, ¢e je rang(A) enak rangu razsirjene
matrike, ki pa je strogo manjsi od Stevila neznank n, ima sistem neskon¢no mnogo resitev, ki
so odvisne od n — rang(A) parametrov.



6.3. DETERMINANTE 128

Ce ima sistem linearnih enacb

et
resitev, potem ima natanko eno resitev natanko tedaj, ko je stevilo pivotov
enako $tevilu neznank.

6.2.3. Homogeni sistemi. Prav poseben sistem linearnih enacb je tak, ki ima vse desne
strani enake 0.

Sistem linearnih enacb je homogen, ¢e je desna stran sistema sestavljena iz samih nicel:
apxy +apxs +ax3+-- o+ apxy =0
Ap1X1 + agxy + axpxz +---+ayxy, =0
a31X1 +azXy +a33X3 + -+ a3y =0
A1 X1 + A2 X2 + A3 X3 + - -+ ApnXn - = 0
ali na kratko
AX = 0.

V tem primeru se na desni strani sistema z operacijami (E1)-(E3) ohranjajo nicle, zato na-
mesto razSirjene matrike sistema piSemo kar matriko sistema.
Homogen sistem enacb je vedno resljiv, saj je

X1=xp=--x,=0

vedno resitev. Tej resitvi pravimo trivialna resitev.
Ce v pravilu nadomestimo sistem s homogenim sistemom, dobimo naslednji rezultat.

Homogen sistem ima netrivialne reSitve natanko tedaj, ko je rang matrike
sistema strogo manjsi od $tevila neznank sistema.

6.3. Determinante

Vsaki matriki lahko priredimo cel kup parametrov. Spoznali smo Ze rang matrike, ki je
enak Stevilu nenicelnih vrstic v matriki v vrsti¢no stopnicasti obliki, pridobljeni po Gausso-
vem postopku. V tem razdelku bomo spoznali determinanto matrike. Z njeno pomocjo lahko
hitro ugotovimo, ali ima dana matrika inverzno matriko ali ne in izra¢unamo mesani produkt
treh vektorjev. Poleg tega nam na primer v geometriji determinanta matrike, ki pripada neki
preslikavi, pove, kako se spreminjajo prostornine teles pri tej preslikavi.

Determinanto lahko definiramo le za kvadratne matrike, ne moremo je izra¢unati za ma-
trike, ki nimajo enakega Stevila vrstic in stolpcev.
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Determinanta kvadratne matrike A € R"*" je §tevilo

a1 412 43 ... d1p
a1 azxp Az ... dyp

det(A) = |A| = [ A1 @2 @3 ... dan (| (19)
anl Ap2 Aap3 ... Adun

ki ga rekurzivno izra¢unamo z naslednjima praviloma:
(1) Determinanta 1 x 1 matrike A = [a17] € R'*! je enaka det(A) = ay;.
(2) Determinanta n x n matrike je vsota, sestavljena iz (n — 1) x (n — 1) deter-
minant podmatrik matrike A:

n

det(A) = Y~ (=1)"'ay; det(4y;), (20)
1

vl

pri ¢emer dobimo matriko Aj; tako, da v matriki A izpustimo prvo vrstico
in i-ti stolpec matrike A.

Determinanti n x n kvadratne matrike re¢emo tudi n x n determinanta. Pravilu 0) pa
pravimo razvoj po prvi vrstici determinante.

PRIMER 6.3.1. Izracunaj vrednost 2 x 2 determinante
1 3 ‘

A:‘z 5

RESITEV: Po definiciji determinante 2 x 2 matrike je le-ta enaka vsoti 1 x 1 determinant:

2 ) _ - -
det(A) = Y_(—1)""'ay; det(Ay;) = ayy det(A11) — agp det(Ayp).
i=1
V nasem primeru je ajy = 1in a;p = 3. Podmatriko Aqy dobimo iz matrike A tako, da ji precrtamo
prvo vrstico in prui stolpec. Zatorej A1y = [5] in det(A11) = 5. Podobno, podmatirko Ay, dobimo
iz matrike A tako, da ji preCrtamo prvo vrstico in drugi stolpec. Torej je A1y = [2] in det(Ayp) = 2.
Sledi

1 3
’2 5 ‘—1~5—3-2——1.

Po istem klju¢u lahko izratunamo splosno 2 x 2 determinanto:

i Z‘:ad—bc.

Izra¢unajmo sedaj Se vrednost splosne 3 x 3 determinante

a1 42 143
A=|ay ap ax3

asz1 a3y 4ass
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Po enacbi razvijmo determinanto po prvi vrstici. V njeni vsoti tako nastopajo tri 2 x 2
determinante podmatrik matrike A, ki jih dobimo iz A s ¢rtanjem prve vrstice in ustreznih
stolpcev:

411 arz 413 a1 d12 — 413 ar a1z 413
ap | az a4z ||, a1 | dzp a3 m a1 dxp A
asp (432 4ass as1 | a3p 433 asz1 dzpy  4ag
Torej je
a a a a a a
det(A) = (@ 22 a3 21 423 21 a2
asy as3 as1 4as3 as1 as2

a11(a22033 — A23032) — a2 (A21433 — A23031) + a13(a21a32 — A22031) =

= a11422433 + (12023431 + 13021432 — 413022032 — 411423031 — 412421433
Teh Sest sumandov si lahko zapomnimo tako, da navidezno prepisemo prva dva stolpca $e en-
krat na desno stran determinante. Nato zmnoZimo elemente, ki se pojavljajo na isti diagonali.
Ce mnozimo po vsaki izmed treh zelenih diagonal, na vsaki dobimo produkt treh Stevil, in te
tri produkte seStejemo. Nato mnozimo elemente na vsaki izmed treh oranznih diagonal in te
tri produkte odstejemo od prejsnje vsote. Torej si lahko formulo za izra¢un 3 x 3 determinante
ponazorimo tudi kot:

a1 412 413 a2 23 \ 411 A2
A1 Ap 43 | = | Ay Ap 893 [ Aa ) =
az a4z 433 azy dzp A33 |31 032

= a14a33 + 12423431 + 413421432
—a13422431 — 411423432 — 412021433

PRIMER 6.3.2. Izracunaj vrednost 3 x 3 determinante
3 2 4
571
0 6 8

RESITEV: Po definiciji lahko izratunamo determinanto kot

3 2 4
7 1 51 5 7
57 1| = 3.‘ ’_2.‘ ’+4.‘ ’_
06 8 6 8 0 8 0 6
= 3-(7-8-1-6)—2-(5-8—-1-0)+4-(5-6-0-7) =
= 190
ali pa s pomocjo formule kot
3 2 4|3 2
57 AAp5 7 = 3.7-8+2-1-0+4-5-6-4-7-0-3-1-6-2-5-8=
06 8|06

= 190.
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Nikakor pa nas ne sme zamikati, da bi formuli in posplosevali na determinante
velikosti 4 x 4 ali ve¢, saj podobno enostavne formule tam ne veljajo. Zato si oglejmo algo-
ritem, kako najlaZje izratunamo determinante ve¢jih matrik. Pri tem vecine dejstev ne bomo
dokazovali.

Kot prvo omenimo, da se vrednost determinante ne spremeni, ¢e zamenjamo vlogi vrstic
in stolpcev. Zatorej velja

det(AT) = det(A). .

Torej po definiciji (20) in lastnosti lahko razvijamo determinanto matrike tudi po
prvem stolpcu matrike

det(A) = i(_l)i_lail det(An), (21)
i-1

pri ¢emer dobimo matriko A;; tako, da v matriki A izpustimo i-to vrstico in prvi stolpec ma-
trike A.

PRIMER 6.3.3. Izracunaj determinanto

SO O W
O ON
= U1 N3 —
W o U1 ©

RESITEV: Opazimo, da ima dana determinanta v proem stolpcu vse elemente razen enega enake 0,
zato so pri razvoju determinante po prvem stolpcu kar trije sumandi enaki 0:

OO O W
O ON
= U1 N3
W o U1 O
I
6y}
O = O
= 01 g
W o U1

Za izracun tako dobljene 3 x 3 determinante lahko uporabimo formulo , a ker sta kar dva od treh
elementov v proem stolpcu enaka 0, raje razvijmo determinanto po prvem stolpcu.

:3.(—4)‘ : ’:—12(7.3—4-5)2—12.

W
O = O
= 01
W o U1

Kvadratno matriko, ki ima vse elemente pod glavno diagonalo enake 0, imenujemo zgornje
trikotna matrika, e pa ima vse elemente nad glavno diagonalo enake 0, pa spodnje trikotna
matrika. S pomodjo in z indukcijo pokaZimo naslednjo trditev:
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Ce so vsi elementi na eni strani glavne diagonale matrike A enaki 0, potem
je vrednost determinante det(A) enaka produktu diagonalnih elementov:

a1 a2 ... a1y
0 azp ... Ay
= a11422 - - - Ann

in
a 0 0
ap a2
] = a114a22 ...4nn-
Anl an2 .- Qun

Za matriko A1 = [a11] je njena determinanta enaka det(A1;) = a11, zato velja trditev

za matriko velikosti 1 x 1. Predpostavimo sedaj, da trditev velja za vse matrike velikosti
(n —1) x (n — 1) in izberimo poljubno zgornje trikotno n x n matriko

a1 a12 A1n

A, — 0 ax ‘ A2 —
0 0 .
0 0 0 auy

Njeno determinanto razvijmo po prvem stolpcu, kot je to definirano v 21I):

n

det(An) = an det(AH) + Z(—l)iil -0- det(Aﬂ) =
=2
azp day3z ... dp
0 as a3y
= an = 011422433 - - - Ann,
0 0 . :
0 0 0 auy

Kjer smo v zadnjem koraku uporabili indukcijsko predpostavko, da je determinanta (n — 1) x

azpy a3 ... dyp
. 0 as3 ... a3y . .
(n — 1) matrike . . enaka produktu diagonalnih elementov aas3 . . . auy.
0 :

0 0 0 au
S tem smo pokazali trditev .

Zgornje trikotna matrika je matrika v vrsti¢no stopnicasti obliki in znamo izra¢unati njeno
determinanto. IzkaZe se, da lahko determinanto poljubne matrike z zaporedjem dovoljenih
operacij prevedemo na determinanto zgornje trikotne matrike. Zato navedimo, kako se spre-
meni determinanta matrike, ¢e matriko nekoliko spremenimo.
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Za determinanto matrike velja naslednje:

(D1) Ce zamenjamo dve vrstici, se spremeni predznak determinante.

(D2) Vrednost determinante se ne spremeni, ¢e neki vrstici pristejemo poljuben
veckratnik katerekoli druge vrstice.

(D3) Ce vse elemente neke vrstice pomnoZimo z istim $tevilom «, se vrednost
determinante pomnoZi z .

Pri Gaussovem eliminacijskem postopku smo Zeleli z operacijami (E1)-(E3) preoblikovati
matriko v vrsti¢no stopnicasti obliko, saj smo lahko iz nje preprosteje razbrali resitve. Tudi
pri determinantah je cilj isti: z operacijami (D1)-(D3) Zelimo preoblikovati matriko v vrsti¢no
stopnicasto obliko, torej zgornje trikotno matriko. Te operacije so na prvi pogled zelo podobne
operacijam (E1)-(E3) postopka Gaussove eliminacije, pa vendar sta le (D2) in (E2) enaki.

Sedaj je nas cilj jasen. Determinanto poljubne kvadratne matrike izra¢tunamo tako, da
s pomocjo operacij (D1)-(D3) preoblikujemo matriko v zgornje ali spodnje trikotno matriko,

katere determinanto znamo izrac¢unati po . Ker velja , lahko vse operacije (D1)-(D3),
ki smo jih navedli za vrstice, izvajamo tudi na stolpcih.

PRIMER 6.3.4. Izracunaj determinanto

1 0 -1 1 O
3 0 -2 1 —-1
1 1 -1 0 1
0 1 1 0 O
-2 0 0 2 1

RESITEV: Postopajmo tako kot pri Gaussovi eliminaciji, od leve proti desni in od zgoraj navzdol.

1 0 -1 1 0 1 0 -1 1 0 1 0 -1 1 0
3 0 -2 1 -1 o0 1 -2 -1 o1 0o -1 1
1 1 -1 0 1 = 01 0 -1 1 = —|{00 1 -2 -1 =
0O 1 1 0 0 01 1 0 0 01 1 0 0
-2 0 0 2 1 00 -2 4 1 0 0 -2 4 1
Uy o~ Uy — 304 g3 ~ Da

03 ~ U3 =10 U4 ~> U4 —02
U5 ~ U5+ 209

1 0 -1 1 0 1 0 -1 1 0
01 0o -1 1 01 0 -1 1
= —-/00 1 -2 -1 = —-/00 1 -2 -1 =
0 0 1 1 -1 00 0 3 0
00 -2 4 1 00 O 6 -1

U4 ~ U4 —03
U5~ U5+ 203
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10 -1 1 0
01 0 -1 1

= {00 1 -2 —1| = —1-1-1-3-(=1)=3.
00 0 3 0
00 0 0 -1

Kaksna je determinanta matrike, ki ima kaksno vrstico ni¢elno? Ker so vsi elementi v tej
vrstici veckratniki $tevila 0, je po pravilu (D3) vrednost determinante enaka 0.

Prav tako je vsaka determinanta matrike, kjer je neka vrstica vec¢kratnik druge, enaka 0.
Namre¢, s pomocjo (D2) lahko omenjeni vrstici priStejemo primeren vec¢kratnik druge, s ¢imer
postane celotna vrstica enaka 0.

Oglejmo si Se dva zgleda znanih formul, ki si ju je laZje zapomniti v jeziku determinant.

1 b
Spomnimo se formule za vektorski produkt vektorjev @ = |ay| in b= |by|, kismo ga
a3 b3
definirali kot
azbz — azby
ﬁXEZ El3b1 —{llb3
a1by — azby

V vsaki od komponent prepoznamo 2 x 2 determinanto, kar lahko zapisemo tudi kot

ax E = (a2b3 — a3b2) ?-0— (113b1 — a1b3)f+ (111b2 — azbl) E =
o ar bz e as b3 - ay bl 7
| a3 bs l+‘a1 b ' e b k.
a| [ 1
Mesani produkt vektorjevd = |az|,b = |by| inc = |c2| tako postane
a3 b3 c3
(@,b,8) = a-(bx?) =
= ay(bacs — bycp) +az(bacy — bics) +az(bica — bacy) =
ap ax 4as
= by by, b3
c1 C C3

Torej smo na kratko zapisali meSani produkt treh vektorjev v IR kot vrednost 3 x 3 deter-
minante:

. ay a4z 4as
(@,b,0)=| by by bs
€1 02 a3

Oglejmo si homogeni sistem linearnih enacb

AX =0,
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kjer je A € R"*" kvadratna matrika. Matriko A s pomo¢&jo Gaussove eliminacije preobliku-
jemo v vrsti¢no stopnicasto obliko in tako dobljeno matriko imenujemo B. Z Gaussovo elimi-
nacijo smo operacijami (D1)-(D3) determinanto bodisi ohranili, bodisi pomnozili z neni¢elnim
Stevilom. Zato je determinanta matrike B nenicelna natanko tedaj, ko je nenicelna determi-
nanta matrike A. Zatorej velja naslednje: e je rang n X n matrike A enak n, ima matrika A
po koncu Gaussove eliminacije # pivotov in zato nenifelno determinanto. Obratno, ¢e je rang
n X n matrike A strogo manjsi kot n, pomeni, da ima matrika A po koncu Gaussove eliminacije
kve¢jemu n — 1 pivotov in zato ni¢elno determinanto.

Homogen sistem enacb n enacb z n neznankami ima netrivialne resitve na-

tanko tedaj, ko je determinanta matrike sistema enaka 0. 7

Podobno ugotovimo tudi naslednje:

Rang matrike je enak velikosti najvec¢je podmatrike, ki ima nenicelno determinanto.

6.4. Inverzi matrik in matriéne enacbe

6.4.1. Definicija. Vemo, da je vsako nenicelno realno Stevilo obrnljivo. To pomeni, da ima
vsako tako $tevilo a € R svoj inverz za mnoZenje, torej obstaja tak a~! = 1, da velja

a-a =a -a=1.

Analogno s tem definiramo inverz kvadratne matrike, ki pa za razliko od realnih Stevil ne
obstaja vedno.

Kvadratna matrika A je obrnljiva, &e obstaja takina matrika A~!, za katero velja
AAT =AT1A =1,

Matriki A~! pravimo inverz matrike A. Kvadratna matrika, ki ni obrnljiva, je singu-
larna ali tudi neobrnljiva.

PRIMER 6.4.1. Ali je matrika A = [ ; } } obrnljiva?

b .
J } , da velja

2l d)=[o]

RESITEV: Na primer, da obstaja taksna 2 x 2 matrika [ ch
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Ce zmnoZimo matriki na levi strani in dobljeni produkt po komponentah enacimo z matriko na desni
strani, dobimo sistem enacb

a+c 1

2a4+c = 0

b+d = 0

2b+d 1.
Ker nastopata spremenljivki a in c le v proih dveh enacbah, hitro izraCunamo, dajea = —1, ¢ = 2.
Podobno iz zadnjih dveh enacb dobimo b = 1 in d = —1. Hitro preverimo, da za tako dobljeno matriko

{ _21 _11 ] velja tudi

Y ER IR E R

Torej je matrika A obrnljiva in velja

a

Naj bo determinanta matrike

d b
—c

a b 1 d —-b| _ 1 ad — bc 0 7
c d|ad—bc| —¢c a | ad—bc 0 ad —bec | —
1 d —b a b| 1 ad — bc 0

ad —bc | —c a4 c d| ad—bc 0 ad — bc

I . a oy o d —b|.
Ker je njun produkt v obeh vrstnih redih identi¢na matrika, je adlfbc [ ¢ g } inverz ma-

/]
d z

razli¢na od 0. Ce zmnoZimo matriko [
. 1 .
matriko —=7- [ }, velja

in
I.

trike [ Z Z } Ce je determinanta matrike [ ? Z } enaka 0, se izkaZe da matrika ni obrn-

ljiva. Tako velja naslednje.

Determinanta = ad — bc je razli¢na od 0 natanko tedaj, ko je ma-

b
d
Z } obrnljiva. V tem primeru velja

a b]7N 1 d —b
c d Tad—bc| —c a |’

trika [ a
c

Na primer, da za matriki B, C € R"*" velja AB = BA = [ in AC = CA = I. Potem je
B =BI =B(AC) = (BA)C=IC=C.

Torej je B = C in zato velja:
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Inverz obrnljive matrike je en sam.

S pravilom bi v primeru lahko izra¢unali inverz matrike A kot
1 1 -1 -1 1
-1_ o
e Ty e

Obenem se lahko hitro prepri¢amo, da na primer matrika { 1 i ] ni obrnljiva, hkrati pa je

njena determinanta enaka 0.

6.4.2. Algoritem za raunanje inverza matrike. Oglejmo si sedaj ucinkovit algoritem,
kako izra¢unati inverz obrnljive matrike. Velja namrec sledece.

Ce zaporedje operacij (D1)-(D3) prevede kvadratno matriko A v identi¢no
matriko I, potem isto zaporedje operacij prevede matriko I v matriko A~ @l

Kar pomeni, da lahko zloZimo matriki A in I eno poleg druge
[AT]
v matriko z n vrsticami in 2n stolpci ter hkrati na njunih vrsticah izvajamo Gauss-Jordanov

eliminacijski postopek, dokler ne prevedemo matrike A v identi¢no matriko. V tistem trenutku
po na mestu, kjer je na zacetku stala identi¢na matrika, zagledamo inverzno matriko A~1.

1 2 0
PRIMER 6.4.2. Poisci inverz matrike A = 1 1 -1 |, ceobstaja.
-1 0 1

RESITEV: Po zgornjem algoritmu pois¢imo inverz s pomocjo Gauss-Jordanovega postopka na vr-
sticah matrike

2 0|1
1 -11]0
0 1|0

1 00
1 1 0
-1 01

To lahko naredimo na primer z naslednjim zaporedjem operacij:
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1 2 01]1 00 1 2 0 1 00 1 2 0 1
1 1 -1/0 1 0 — 0 -1 -1|-1 1 0 — 0 -1 —-1|-1
-1 0 1 |0 01 0 2 1 1 01 0 0 —-1]-1

Uy ~ Uy — 11
U3~ U3+ 01

12011 0 O 12 01 O
— 01 1j1 -1 0 — 01 0j]0 1
00 1j1 -2 -1 0 0 1]1 -2
Uy~ U — U3 U]~ U — 203
1001 =2 =2
— 010j0 1 1 [,
00 1j1 -2 -1
iz Cesar razberemo, da je
1 -2 -2
Al=]0 1 1
1 -2 -1

Ce je rang matrike A pri tem strogo manjsi od 7, po Gauss-Jordanovem postopku iz ma-
trike A ne moremo pridobiti identi¢ne matrike, saj ima le-ta rang enak n. Zato lahko po @
ugotovimo, da v kolikor z zaporedjem operacij (D1)-(D3) matrike A ni mogoce prevesti v iden-
ti¢no matriko I, potem matrika A ni obrnljiva.

1 20
PRIMER 6.4.3. Ugotovi, ali je matrika B = 0 2 1 | obrnljiva in poisCi njen inverz, ce
-1 01
obstaja.

RESITEV: ReSevanja se lotimo tako, da poskusimo izraCunati inverz s pomocjo Gauss-Jordanovega
postopka na vrsticah matrike

1 201 00
0 2 1|{010
-1 0 1/0 0 1
To lahko naredimo na primer z naslednjim zaporedjem operacij:
1 2 01 00 12 0(1 00 12 0(1 0 O
0 21|01 0 — 021|010 — 0 21|0 1 O
-1 0 1|0 0 1 0 2 1|1 01 0 0 0|1 -1 1
U3~ U3+ U7 U3 ~» 03 — 02

Ker ima matrika na levi rang enak 2, tam ne moremo pridobiti identiCne matrike. Zato matrika B ni

obrnljiva.
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Povzemimo nase ugotovitve o obrnljivosti matrik. Najbo A € R"*" obrnljiva matrika. Po
@ obstaja zaporedje operacij (D1)-(D3), ki matriko A prevede v identi¢no matriko. Zatorej
ima tako spremenjena matrika n pivotov in je njen rang enak 7, njena determinanta pa je
nenicelna. Posledi¢no ima homogeni sistem A¥ = 0 samo eno reitev ¥ = 0, kar smo ugotovili
\Y . Vsak sistem AX = b pa lahko resimo tako, da z leve strani enakost mnoZimo z matriko
A~1in dobimo enoli¢no resitev sistema ¥ = A~1b.

S podobnim razmislekom se prepri¢amo, da so vse zgornje ugotovitve med seboj ekviva-

lentne. Kar pomeni, da lahko obrnljivost kvadratne matrike A ekvivalentno predstavimo na
enega izmed naslednjih nac¢inov.

Naj bo A matrika velikosti # x n. Naslednje trditve so ekvivalentne:
(1) Matrika A je obrnljiva.
(2) rang A =n
(3) detA #0
(4) Homogeni sistem AX = 0 ima samo trivialno resitev.
(5) Sistem enacb AX = b ima natanko eno resitev pri poljubnem b.

6.4.3. Matri¢ne enacbe. V realnih Stevilih je deljenje Stevil § = ab~! enako mnoZenju Ste-
vilo a z inverzom b~! §tevila b # 0. Prav tako lahko deljenje matrik predstavimo kot mnoZenje
z inverzno matriko, ¢e le-ta obstaja. Pri tem pa moramo paziti na to, da matricno mnozenje ni
komutativno. Tako je mogoce z obrnljivimi matrikami laZje racunati in manipulirati z matri¢-
nimi enakostmi. Poglejmo si to na naslednjem zgledu.

PRIMER 6.4.4. Kako (in pri kak$nih pogojih) lahko iz matricne enakosti
AXB=C

izrazimo matriko X?

RESITEV: Ce bi bila axb = c $tevilska enakost in a ter b nenicelni $tevili, bi enakost preprosto na
obeh straneh delili z ab in iz nje izrazili x = a~'b~'c. Pri matricni enakosti pa moramo biti pri tem
bolj previdni.

Ce je matrika A obrnljiva, lahko enakost AXB = C pomnoZimo z njenim inverzom A~'. Ker
moramo pri mnoZenju dveh matrik paziti na njun vrstni red, moramo enakost AXB = C z leve mnoZiti
z AL, To zapiemo kot:

A1\ AXB = C
ATAXB = A7lC
IXB = A~'C
XB = A”C

S tem smo se na levi strani matrike X znebili matrike A. Ce je obrnljiva tudi matrika B, lahko enakost
mnoZimo tudi z B—1, tokrat z desne strani. Dobimo:

XB = A7lc /.B7!
XBB1 = A-lcp!
XI = A lcB!

X = Alc!
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Torej, ¢e sta A in B obrnljivi matriki, lahko iz enakosti AXB = C izrazimo matriko X kot X =

A-lcB1.

PRIMER 6.4.5. Za matriki

1 2 . 0 1
A{l 1} mB{_2 O}

poisci vse matrike X, ki resijo enacbo
AXA =B.

RESITEV: Ker je det(A) = —1, je matrika A obrnljiva in po formuli je njen inverz enak

Al =— _11 _12 ] Ce matricno enacho AXA = B z leve in desne mnoZimo z inverzom matrike
A, dobimo
A7\ AXA = B /A1
ATTAXAATY = A71BAT!
IXI = A'BA7!
X = A1BA™!
in zato je

N Gl A G B

PRIMER 6.4.6. Za matriki
1 17 . 0 1
A—{l 1} mB—{_2 0}
poisci vse matrike X, ki resijo enacbo
AXA =B.

RESITEV: Matrika A ima determinanto enako 0, zato ni obrnljiva in iz enakosti AXA = B ne

moremo izraziti matrike X. Zato oznacimo matriko X = [ Z Z } in zapisimo enakost AXA = B kot

EE It

Ce zmnoZimo matrike na levi strani in zapiSemo matricno enacbo po komponentah, dobimo sistem enacb

a+b+c+d = 0
a+b+c+d = 1
a+b+c+d = -2

a+b+c+d = 0O,
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kar je ocitno protisloven sistem enacb. Zato taksna matrika X, da bi veljala enakost AXA = B, ne
obstaja.

PRIMER 6.4.7. Za matriki

[

|

poisCi vse matrike X, ki resijo enacbo

1 . 2 2
1]171B—[2 2}
AXA = B.

. iy . . . . . . a
RESITEV: Kot v prejSnjem primeru matrika A ni obrnljiva, zato oznacimo matriko X = [ c

QU
[E—"

in tako v vsaki komponenti matricne enacbe AXA = B dobimo enakost

a+b+c+d = 2.
To nam da zvezo d = 2 — a — b — c in zato ima enacba AXA = B neskoncno resitev
a b

X = c 2—a—-b—c |’

kjer so a, b, c poljubna realna stevila.

Ce je matrika A € R™*" obrnljiva, potem lahko zanjo poleg potenc A%, A3,...definiramo
tudi negativne potence.

Za obrnljivo kvadratno matriko A € R"*" lahko definiramo njene potence kot

A = |
A" = AA™T
A—n _ (A—l)n

za vsa naravna Stevila n.

6.5. Matrike kot preslikave

V zadnjem razdelku bomo na matrike pogledali kot na preslikave. Ce namre¢ matriko
A mnoZzimo z vektorjem, kot produkt dobimo nov vektor. Z drugimi besedami, matrika A
je preslikava prostora vektorjev v prostor vektorjev. Taksnim preslikavam v linearni algebri
pravimo linearne preslikave.

Pri tem je determinanta matrike A enaka faktorju spremembe prostornine preko presli-
kave A. Poleg tega, Ce je determinanta pozitivna, pomeni, da se pri preslikavi ohranja smer
orientacije likov, medtem ko negativha determinanta pomeni obracanje orientacije likov (kot
na primer pri zrcaljenju).

Ogledali si bomo nekaj posebnih matrik velikosti 2 x 2, ki ustrezajo linearnim preslikavam
ravnine IR? vase.
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PRIMER 6.5.1. Nicelna matrika je edina matrika, da z mnoZenjem s poljubnim vektorjem vedno

dobimo nicelni vektor:
00 x| [0
00 y| 0]

Torej nam nicelna matrika predstavlja nicelno preslikavo.
Ker se vsak lik z nicelno preslikavo izrodi v eno samo tocko, je njegova nova ploscina 0-kratnik
prvotnega. To se ujema z determinanto nicelne matrike, ki je enaka 0.

PRIMER 6.5.2. MnoZenje z identicno matriko

RN

ne spremeni vektorja, s katerim mnoZimo, zatorej identicna matrika predstavlja identi¢no preslikavo.

PRIMER 6.5.3. Bolj splosno, mnoZenje z diagonalno matriko a1, ki ima na diagonali enake vredno-
sti a, da za rezultat veckratnik originalnega vektorja:

ERIHRE
= =KX .
0 a Yy ay Yy
Ta preslikava al predstavlja razteg za faktor «. Na sliki je prikazano, kako se s preslikavo al preslika

kroZnica s polmerom 1 v kroZnico s polmerom .
y

Pri tem je determinanta matrike al enaka o2, kar pomeni, da se s preslikavo aI lik s plos¢ino P preslika
v lik s plog¢ino aP. V primeru narisanega raztega vidimo, da je plod¢ina prvotnega kroga, obrobljenega
z zeleno, enaka 7, plod¢ina novega kroga, obrobljenega z modro, pa a2 1.

PRIMER 6.5.4. Kaj pa, ¢e bi mnoZili s poljubno diagonalno matriko D? Potem bi se vektor { ; ]

dHNEIHN

Kar pomeni, da bi preslikava v smeri x naredila razteg za faktor o, v smeri y pa naredila razteg za faktor

B.

preslikal v
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Y,

KrozZnica s sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u in s polmerom 1 se z raztegom preslika v elipso z
istim srediscem in polosema w in B.

Matrika D predstavlja razteg, v eni smeri za faktor a, v drugi za faktor B in pri tem se lik s plos¢ino
P preslika v lik s ploscino aBP. To se ujema z opisom geometrijskega pomena determinante, ki je v tem
primeru enaka det D = af.

PRIMER 6.5.5. Kako bi izgledala matrika preslikave, ki zrcali dani vektor preko osi x?

Taksno zrcaljenje slika tocko A(x,y) v tocko A’'(x, —y). Oziroma, povedano s krajevnimi vektorji,

krajevni vektor Y| tocke A preslika v krajevni vektor [ 8 ] tocke A'. Zatorej je matrika, ki

0 in velja
0 -1 velj

RN

V splosnem je matrika, ki pripada zrcaljenju ez premico y = kx, kjer je k = tan ¥, enaka

pripada zrcaljenju preko x osi, enaka {

7 — | cos¢ sin @
~ | sing —cos¢g |’

Determinanta matrike Z je enaka
detZ = —cos? ¢ —sin® ¢ = —1,

kar se sklada s tem, da se ploscine likov pri zrcaljenju ohranijo, hkrati pa se spremeni orientacija likov.

PRIMER 6.5.6. Oglejmo si matriko, ki zavrti dani vektor okoli koordinatnega izhodisca za kot 7.
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A

Predstavljajmo si, da celotni pravokotnik s stranicama x in y, ki ga z diagonalo doloca krajevni vektor

{ x } tocke A, prekucnemo za kot % v pozitivno smer. To pomeni, da ima slika A" po vrtenju krajevni
y

0 -1 x| |~y
1 0 y| | x|
je matrika vrtenja za kot 7 v pozitioni smeri enaka
0 -1
1 0 |
V splosnem je matrika, ki pripada vrtenju okoli koordinatnega izhodis¢a v pozitivni smeri za kot ¢,
enaka

vektor { _xy ] Ker je

sing cos¢@

R [ cosp —sing }

Njena determinanta je enaka det R = cos? ¢ + sin® ¢ = 1. Liki po vrtenju ostanejo enaki, le nahajajo
se drugje v koordinatnem sistemu.

PRIMER 6.5.7. Zavrti trikotnik z oglis¢i A(2,1), B(1,2), C(2,0) za kot % okoli koordinatnega
izhodisca.

RESITEV: Matrika vrtenja okoli koordinatnega izhodisca za kot 7 je enaka

T _oin X 1 _ /3
cos § s1n3]_[ 7 5 1

Rr = .
3 sinfy  cos% 3 1

2 2
Oznacimo z A’, B' in C' slike tock A, B in C po vrtenju.
Y.

— [

B/ C/
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Torej se krajevni vektorji tock A, B in C zaporedoma preslikajo v krajevne vektorje

o [ L SB][2] _ [de-ve) ][0
YTl L L] Lja+2vB) ][22
O SR RN R I
B B 2] T oLie+ve | T L L7
N N A 1 ].[ 1

rcr = @ % _O_ = _\/§:|:|:1,73:|

Ce zelimo komponirati preslikave, ki so podane z matrikami, je njihov kompozitum kar
produkt matrik. Hkrati za produkte matrik velja presenetljiv rezultat.

Determinanta produkta dveh kvadratnih matrik je enaka produktu determinant:
det(AB) = det(A) det(B).

Niso pa vse preslikave ravnine taksne, da bi jih lahko podali kot mnoZenje matrike z vek-
torjem.

PRIMER 6.5.8. Preslikava T : R?> — R?, ki je podana s predpisom
x x 1
T = + ,
( [ y ] > [ y } [ 2 }
vsakemu vektorju v ravnini priredi novi vektor, ki je vsota originalnega z vektorjem [ ; ] . To pomeni,

da vsako tocko premakne v smeri vektorja ; } in zato je preslikava T premik (ali translacija) ravnine

R? za vektor { ; }

Predpisa za premik pa ne moremo podati kot mnoZenje 2 x 2 matrike z vektorjem v R?. Vendar tudi
za to obstaja resitev. Ce vektorje v ravnini predstavimo v homogenih koordinatah, ki so vektorji s tremi
komponentami, lahko vse nastete geometrijske transformacije predstavimo kot mnoZenje 3 x 3 matrike
z vektorjem v R3. Homogene koordinate se uporabljajo v racunalniski grafiki.
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Zakljucimo s slikovitim primerom, kako iz geometrijskega problema zapiSemo preslikavo
s pomocjo matrik in vektorjev.

PRIMER 6.5.9. Doloci preslikavo, ki preslika polkrog s sredis¢em v tocki (—1,2) in polmerom 1 v
prekucnjen polkrog s sredis¢em v tocki (3,2) in polmerom 2, kot je prikazano na sliki.

NI

RESITEV: Zapisimo preslikavo A, ki slika zeleni polkrog v modrega, kot kompozitum preslikav, ki
jih Ze poznamo.

Yy

(1) Najprej premaknimo zeleni polkrog v koordinatno izhodiSce v rumeni polkrog. To naredimo

-1 } . Velja

tako, da poljubnemu vektorju { ; ] pristejemo nasprotni vektor vektorja [ 5

s(BD-0CLE )

(2) Nato rumeni polkrog prezrcalimo Cez premico y = 0 v oranZni polkrog. Zrcaljenju ustreza
mmnoZenje z matriko
1 0
z=|s %

(38) Zatem oranzZni polkrog raztegnimo za faktor 2 v roza polkrog, cemur ustreza mnoZenje z

matriko
20
D—[O 2].
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(4) Nazadnje premaknimo Se roza polkrog v modrega. To naredimo tako, da poljubnemu vektorju

pristejemo krajevni vektor [ ; ]:

x x 3
Tzqy]):{y%b}
Ker kompozitumu preslikav ustreza produkt matrik, je preslikava A, ki slika zeleni polkrog v modrega,
enaka
x x
A L\D|Z(T =
] =)
- (o] ¥ |- 7 =
= T v ) =
_ 2 0 1 0 x -1 3|
= (o2 b0 SN I-R DAL -

. 2x +5
- —2y+6 |’



DODATEK A

Realna in kompleksna Stevila

A.1. Realna stevila

V Zivljenju se najprej sre¢amo z naravnimi stevili. To so Stevila, s katerimi Stejemo. Stvar
dogovora je, ali je 0 naravno Stevilo ali ne. Tu se domenimo, da bo 0 naravno $tevilo, saj nam
v ratunalnis$tvo tako bolj ustreza. Torej so naravna Stevila Stevila

0,1,2,3,4,5,...

Zanaravna Stevila velja, da ima vsako $tevilo n svojega naslednika #n + 1. Pri tem imata razli¢ni
naravni Stevili razli¢na naslednika. Ti aksiomi nam omogocajo, da lastnosti Stevil, ki veljajo za
vsa naravna Stevila, dokazujemo s popolno indukcijo. MnoZico naravnih Stevil bomo oznacili
z N().

Naravna $tevila lahko sestevamo in mnozimo. Ce jih Zelimo tudi odstevati, moramo mno-
Zico naravnih Stevil razsiriti do mnozZice celil stevil, ki jo bomo ozna¢ili z Z. V mnozici celih
Stevil so tudi vse moZne razlike n — m, kjer sta n in m naravni Stevili. Natan¢neje, mnoZica
celih stevil

...,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...
je sestavljena iz pozitivnih celih §tevil (1,2,3, .. .), mnoZice negativnih celih $tevil -1, —2, =3, ...
in Stevila 0. V mnozZici celih Stevil lahko sestevamo, od$tevamo in mnozimo.

Da bi lahko cela stevila tudi delili, moramo mnoZici celih $tevil dodati tudi kvociente

n

7

m
kjer sta n in m celi Stevili in pri tem m ni enak 0. Tak$na Stevila imenujemo racionalna stevila in
jih oznac¢imo z simbolom Q. Vsako racionalno stevilo lahko predstavimo v obliki okrajSanega
ulomka

m'’
kjer je Stevec n’ celo Stevilo, imenovalec m’ pa nenicelno naravno $tevilo, pri ¢emer n’ in m’
nimata skupnih deliteljev. Drugi mozZni na¢in je predstavitev z decimalnim zapisom, ki je
bodisi koncen bodisi ima neskon¢en periodi¢en zapis decimalnih mest. Tako so racionalna
Stevila na primer
2 —4 1

0, 1, =3, 5= 04, 3 = —1.33333333.... ., 7= —0.142857142857142857 . ..
Racionalna $tevila lahko sestevamo, od$tevamo, mnozimo in delimo (z vsemi realnimi Stevili,
razen Stevila 0).

MnoZica realnih stevil R poleg racionalnih stevil vsebuje Se iracionalna stevila. To so $tevila,
ki jih ne moremo zapisati v obliki ulomka, kot na primer

V2, —+v/333, m e,...

Lahko pa jih zapisemo kot neskonéna decimalna $tevila v obliki
x==+ n.d1d2d3d4 ey

148
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kjer so d; € {0,1,2,...,9} decimalke, n pa naravno $tevilo. Pri tem moramo biti pazljivi, saj
ta zapis ni enoli¢en. Tako je na primer 1.00000... = 0.99999... Za ratunske potrebe lahko
zapiSemo Stevilo

V2 = 1.414213562373095 . ..

tudi v obliki kon¢nega decimalnega zapisa, ki pa je le priblizen zapis vrednosti stevila v/2, kot
na primer

V2 = 1.41421356.

Realna stevila lahko prikaZemo tudi na premici, ki jo imenujemo realna premica. To je pre-
mica, na kateri si za izhodis¢e dolo¢imo to¢ko 0 in izberemo, kje se nahaja stevilo 1, Vsako
pozitivno realno Stevilo x nariSemo kot tocko, ki je za x oddaljena od 0 v desno, vsako nega-
tivno $tevilo y pa kot tocko, ki je za |y| oddaljena od izhodis¢a v levo.

/333 -3 -

1
7
I [ I I [ H

— GiIN
N
(3N

7T
!
T

Interval je podmnozica realnih Stevil, ki ustreza daljici na realni premici. Poznamo raz-
licne intervale. Taksne, ki vsebujejo svoja krajis¢a, imenujemo zaprti intervali. Intervale, ki ne
vsebujejo svojih krajis¢, pa odprti intervali. Uporabljamo naslednje oznake:

(a,b) = {x€R;a<x<b}...odprtinterval,
[0,b] = {x€R; a<x<b}...zaprtinterval,
(a,b] = {xe€R;a<x<b},
[1,b) = {xeR; a<x<b}

Pri tem so lahko intervali tudi neomejeni:

(a,0) = {x€R; a<x},
(—oo,b) = {x€eR; x <b}.
[a,00) = {xeR;a<x},
(—o0,b] = {x€R; x <b}.

A.2. Kompleksna Stevila

V mnozici realnih Stevil nekatere enatbe nimajo resitev. Na primer, ne obstaja realno Ste-
vilo x, za katerega bi veljalo

X% =—1.

Zato se zdi smiselno realna Stevila razsiriti s takSnimi Stevili, da bodo imeli vsi polinomi z
realnimi koeficienti resitve. Taksno Stevilo x, za katerega velja x2 = —1, bomo oznaéili s
simbolom i in ga imenovali imaginarna enota. Stevilo i seveda ni realno $tevilo, kajti kvadrat
nobenega realnega $tevila ni enak —1.
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Kompleksna $tevila so Stevila oblike
Zi =N,
kjer je
7= -1,
Stevili x in y pa sta realni Stevili. Stevilo x imenujemo realni del §tevila z, Stevilo y pa
imaginarni del $tevila z. Ozna¢imo x = Re(z) ter y = Im(z).

Dve kompleksni $tevili sta enaki natanko takrat, kadar imata enaka tako realna dela kot
imaginarna dela. MnoZico vseh kompleksnih stevil oznac¢imo s simbolom C. Na primer, Ste-
vila oblike

3+5i, 2, —V2+i, 6, m+2i

so kompleksna $tevila. Pri tem je Re(3 + 5i) = 3 in Im(3 + 5i) = 5. Se enkrat poudarimo, da
sta tako realni kot imaginarni del kompleksnega $tevila realni stevili.

Vemo, da lahko realna Stevila ponazorimo kot tocke na premici, ki jo imenujemo realna
premica ali realna os. Kompleksno $tevilo x + iy pa lahko ponazorimo kot to¢ko (x,y) v rav-
nini. Tako vsako kompleksno Stevilo ustreza natanko eni to¢ki v kompleksni ravnini.

Im

y _____________

—_
RE-—cce- -0

Re

Premico, na kateri leZijo realna stevila, imenujemo realna os. Vsako realno stevilo x lahko
zapiSemo kot kompleksno Stevilo x = x + 0 - i z imaginarnim delom 0. Kompleksna Stevila
iy = 0+ iy z realnim delom 0 imenujemo tudi ¢ista imaginarna Stevila. Premico, na kateri
leZijo ¢ista imaginarna Stevila, imenujemo imaginarna os.

Absolutna vrednost |z| kompleksnega Stevila z = x + iy je razdalja tocke z do koordi-
natnega izhodis¢a v kompleksni ravnini:

lz| = \/x2 + 2.

Na primer, |3 —4i| = /3% + (—4)? = 5. Pri tem se za realna $tevila njihova absolutna vrednost
v kompleksnem ujema z znano definicijo absolutne vrednosti realnega $tevila, | —3| = | =3 +

0-i = /(=3)2+ 02 =3in [3| = V32 + 02 = 3.

Konjugirana vrednost kompleksnega Stevila z = x + iy je kompleksno Stevilo

Z=x—1y.
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Konjugirano Stevilo torej dobimo tako, da obratno predznac¢imo njegov imaginarni del. Na
primer,3 —4i =3+4iin —3=-3+0-i = —3—0-i = —3. Oziroma povedano geometrijsko,
prezrcalimo $tevilo z v kompleksni ravnini preko realne osi. Zato imata Stevili z in z enaki
absolutni vrednosti:

2] = 2.
Im
z=x+1
Yp----------- - Y
2| -7
- 1
PR 1
:
DRINY | X Re
SO 1
S o 1
EIRN
—Yfemmmm e e e e S
zZ=x—1y

Ceje x realno $tevilo, je X = x, saj je njegov imaginarni del enak 0.

Ce kompleksno stevilo x + iy dvakrat konjugiramo, dobimo x + iy = x — iy = x + iy, torej
velja

I
|
N

A.2.1. Rac¢unanje s kompleksnimi Stevili. SeStevanje kompleksnih Stevil definiramo tako,
da posebej sestejemo realna dela in posebej imaginarna dela:

(x+iy) + (u+iv) = (x+u) +i(y +0).

Ce konjugiramo vsoto dveh kompleksnih gtevil, dobimo

(x+iy) + (u+iv) = (x+u) +i(y +v) = (x +u) —i(y +v) = (x = iy) + (u —iv),

torej velja

Zmnozimo dvoc¢lenika (x + iy)(u + iv) po zakonih, ki veljajo za realna $tevila. Tako do-
bimo (x + iy) (u + iv) = xu + iyu + ixv + i>yv. Ce pri tem upostevamo e, da je i takéno stevilo,
dajei? = —1,sledi (x +iy)(u + iv) = xu + iyu + ixv — yo = (xu — yov) +i(xv + yu). V skladu
z raz§iritvijo mnoZenja realnih $tevil definiramo produkt kompleksnih $tevil kot:
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(x+iy)(u+iv) = (xu —yv) +i(xv + yu).

IzkaZe se, da za tako definirani operaciji seStevanja in mnoZenja veljajo pravila o zame-
njavi, zdruZevanju in raz¢lenjevanju ¢lenov, ki jih poznamo Se na operacijah seStevanja in
mnoZenja realnih Stevil. Ce konjugiramo produkt dveh kompleksnih Stevil, dobimo

(x +iy)(u+iv) = (xu —yv) +i(xv +yu) = (xu —yv) —i(xv +yu) = (x — iy)(u — iv),

torej velja

N
8
I

N
&

Opazimo Se, da je
(x +iy)(x — iy) = x* — ixy + ixy — i?y* = x* + y* = |x + iy|?,

oziroma, povedano drugace

|z| = Vz-Z.

Deljenje kompleksnih Stevil je v praksi odprava imaginarnega dela v imenovalcu. To po-
meni, da kvocient kompleksnih Stevil zi% preuredimo tako, da Stevec in imenovalec pomno-
zimo s konjugirano vrednostjo imenovalca u — iv. S tem v imenovalcu pridobimo kvadrat
njegove absolutne vrednosti u? + 02, torej realno stevilo. Zato ta postopek imenujemo tudi

realizacija ulomka.

2—i

PRIMER A.2.1. Izratunaj vrednost izraza 5(2 +3i)(1 — i) + 2=

RESITEV: Produkt kompleksnih stevil izracunamo po definiciji. Ulomek realiziramo, torej mnoZimo
Stevec in imenovalec z 1 + i, to je konjugirano vrednostjo imenovalca. Dobimo:

%(2+3i)(1—i)+i:§ = ;(2—2i+3i—3i2)+8:ggi:§—
_ %(5+i)+2+2i2—i—i2:
_ 5—21—1‘_'_3—21—12
- 8Zm=4+i

Ker velja (x +iy) + (x — iy) = 2x ter (x +iy) — (x — iy) = 2iy, lahko izrazimo realni in
imaginarni del kompleksnega $tevila kot



A.2. KOMPLEKSNA STEVILA 153

Re(z) = Z;Z in Im(z) = Zz_iz

A.2.2. Polarni zapis kompleksnega stevila. Kompleksno stevilo smo v kompleksni rav-
nini predstavili s kartezi¢nima koordinatama x in y. Lahko pa vsako neni¢elno kompleksno
Stevilo predstavimo tudi na drugacen na&in. Ce za en parameter izberemo absolutno vrednost,
ki nam pove oddaljenost $tevila od koordinatnega izhodisca, s tem ne dolo¢imo kompleksnega
Stevila na enoli¢en nacin. Kompleksna Stevila z isto absolutno vrednostjo leZijo na kroznici.
Da bi enoli¢no podali to¢ko na kroznici, moramo povedati, za kakSen kot je to¢ka zavrtena
glede na realno os. Ta kot bomo imenovali polarni kot.

Im

z=x+1y

Re

Polarni kot je kot, ki ga krajevni vektor tocke z = x 4 iy # 0 oklepa s pozitivnim
delom realne osi. Pri tem velja

tang = =,

=R I<

kot pa merimo v pozitivni smeri vrtenja.

Kot ¢ lahko pri tem zasede poljubne vrednosti in zato ni dolo¢en enoli¢no. Ce se omejimo na
kote ¢ € [0,27), velja

arctan %, cejex >0,

_ arctan% +m, Cejex <0,
?= Z, Cejex =0iny >0,
-7 Cejex =0iny < 0.

S tem je polarni kot na [0, 27r) dolocen enoli¢no. V splosnem pa je kot doloten do mnogokra-
tnika kota 277, torej sta dva polarna kota enaka, ¢e se razlikujeta za veckratnik kota 2.

PRIMER A.2.2. Doloci polarni kot kompleksnega Stevila 1 + i.

RESITEV: Stevilo 1+ i ima tako realno kot imaginarno komponento pozitivno, zato je polarni kot
¢ € (0,%). Ker je

1
tan(pzizl,

jeg =7
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PRIMER A.2.3. Doloci polarni kot kompleksnega stevila —1 — 1.

RESITEV: Za stevilo —1 — i velja

tanq):_—lzl.

Spomnimo se, da je bil tudi v primeru[A.2.2|tangens polarnega kota enak 1 za drugo kompleksno $tevilo.
Ker sta tako realni kot imaginarni del stevila —1 — i negationa, velja

51
@ =arctanl 47T = i

Absolutna vrednost |z| in polarni kot ¢ enoli¢no dolo¢ata kompleksno $tevilo z, ée z # 0.
Koordinati |z| ter ¢ imenujemo polarni koordinati kompleksnega Stevila z.
Ce iz pravokotnega trikotnika na sliki na strani izrazimo dolZini katet, dobimo

x = |z|cos ¢
in
y = |z|sin ¢.

S tem lahko kompleksno $tevilo z = x + iy zapiSemo kot

z =x+iy = |z| cos ¢ +i|z|sin ¢ = |z|(cos ¢ + isin ).

Polarni zapis neni¢elnega kompleksnega Stevila z = x + iy je
z = |z|(cos ¢ +ising),

Kjer je ¢ polarni kot kompleksnega stevila z.

Dve kompleksni stevili v polarni obliki sta enaki, ¢e imata enaki absolutni vrednosti, po-
larna kota pa se razlikujeta za mnogokratnik 277.

Geometrijsko nam vsa kompleksna Stevila cos ¢ + isin ¢ predstavljajo tocke na enotski
kroZnici |z| = 1, saj je cos? ¢ + sin? ¢ = 1. Zato iz polarnega zapisa z = |z|(cos ¢ + isin ¢)
razberemo, da kompleksno $tevilo z leZi na kroZnici s sredis¢em v koordinatnem izhodis¢u in
s polmerom |z|, zavrteno pa je za kot ¢ v pozitivno smer glede na pozitivni del realne osi.

Ko vet ratunamo s kompleksnimi $tevili, je smiselno vpeljati tudi oznako ¢/ = cos ¢ +
isin ¢. Ta nam polarni zapis skraj$a v z = |z|e/?. Mi te oznake tu ne bomo uporabljali.

PRIMER A.2.4. Zapisimo v polarni obliki stevilo /3 — i.

RESITEV: Da bi zapisali Stevilo v polarni obliki, potrebujemo njegovo absolutno vrednost in polarni
kot ¢. Absolutna vrednost je enaka

V3—il=\VV3 +12=2.
Ker je realni del §tevila \/3 — i pozitiven, je polarni kot enak

= arctan_—1 S

V3
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Sedaj lahko zapisemo $tevilo \/3 — i v polarni obliki kot

V3—i=2cos (—%) +isin (—%))

Ko poznamo polarni zapis kompleksnega $tevila z = |z|(cos ¢ + isin ¢), lahko izracu-
namo tudi njegovo konjugirano vrednost. Ce upostevamo, da je funkcija kosinus soda, funk-
cija sinus pa liha, dobimo

Z = |z|(cos ¢ —isin @) = |z|(cos(—¢) + isin(—¢)).

To se sklada z naso geometrijsko predstavo, da konjugiranje predstavlja zrcaljenje ¢ez realno
o0s. Pri tem se absolutna vrednost ohrani, kot ¢ pa se spremeni v —¢.

A.2.3. De Moivrova formula. Videli smo, daimamo z mnoZenjem kompleksnih stevil kar
nekaj dela. Ce pa kompleksni $tevili zapigemo v polarni obliki, je mnoZenje lazje. Za $tevili
z = |z|(cos ¢ + isin @) in w = |w|(cos P + isin P) namret velja

zw = |z]|w|(cos @ +ising)(cosyp +isiny) =
|z||w]|((cos ¢ cos ¢ — sin ¢ sin ) + i(cos psiny + sinpcosP)) =
= [zl[wl(cos(g + ) +isin(g + ).

To pomeni, ¢e mnoZimo kompleksni stevili, je polarni kot produkta kar vsota polarnih kotov,
absolutna vrednost produkta pa produkt absolutnih vrednosti:

zw = |z|[w[(cos(¢ + ¢) +isin(¢ + ).

Im

zZw

;

Podobno je tudi deljenje kompleksnih $tevil bolj preprosto, ¢e jih zapiSemo v v polarnem
zapisu kot

Re

% = ﬂ(Cos((p — ) +isin(ep —¢)).

|w]

V posebnem, ¢e v formuli @ izberemo w = z, dobimo

72 = |z|%(cos(2¢) + isin(2¢)).
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S pomocdjo popolne indukcije in formule lahko pokazemo de Moivrovo formulo, ki nam
pove, kako najlazje potenciramo kompleksna Stevila. Za vsako naravno Stevilo n namre¢ velja

= |z|"(cos(ng) + isin(ng)).

De Moivrova formula pove, da dobimo n-to potenco kompleksnega Stevila tako, da po-
tenciramo njegovo absolutno vrednost, njegov polarni kot pa se pomnoZi z n.

PRIMER A.2.5. Za §teviloz =1+ i/3 izracunajmo z, 22,78, 7% in 2101,

RESITEV: Najprej dolocimo polarni zapis $tevila z = 1+ i/3. Njegova absolutna vrednost je
enaka

2 = V124 V3 =2
Ker je realni del stevila z pozitiven, je polarni kot enak
¢ = arctan TS = g
Sedaj lahko zapisemo stevilo 1 + iv/3 v polarni obliki kot
1+iV3=2 (cos (g) +isin (g)) .
Po de Moivrovi formuli velja

=2 (cos (%) +isin (%))

za vsako naravno Stevilo n, torej v posebnem

22 = 22 <cos <2;T> +isin (2;>
23 23 <cos <3:> +isin (3:> 8 (cosm+isinm) = —8§,
4 24 <COS <4> +isin (TE)) = —8—8iV3,
3 3
= o () i ()

= 2101 (cos (17 27T — —) + isin (17-27r— g)) =

= 210 (cos( 3)+1s1n( 7;)):2100(1—1'\/5).

>=—2+2z\f
) =5

N
|

Graficno je vsaka potenca z" $tevila z zavrtena za polarni kot % glede na potenco z" 1.
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Im

Re

S pomocjo de Moivrove formule lahko izra¢unamo tudi korene kompleksnega stevila.

Stevilo z je n-ti koreni §tevila a € C, &e velja z" = a.

Oznacimo z = |z|(cosp + isiny) in a = |a|(cos ¢ + isin ¢) ter zapis§imo enacbo z" = a v
polarni obliki. Pri tem upostevajmo de Moivrovo formulo :
|z|" (cos(nyp) + isin(np)) = |a|(cos ¢ +isin @).

Vemo, da sta dve kompleksni Stevili enaki natanko tedaj, ko se ujemata njuni absolutni vre-
dnosti

[2[* = |al,
njuna polarna kota pa se razlikujeta za celostevilski veckratnik Stevila 27z,
nyp = ¢ + 2k,

Kjer je k € Z. Ce izrazimo |z| ter ¢ iz enacb, sledi

|zl = {/lal,

saj sta |z| in |a| obe pozitivni realni $tevili, in

¢+ 2km
n 4

1/):

Kjer je k € Z. Ker je polarni kot dolo¢en do mnogokratnika kota 27t natan¢no, se resitvi pri
k = 0 ter k = n ujemata. Zato dobimo le # razli¢nih resitev, intozak =0,1,...,n — 1.
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Enatba
2" =a
ima n reSitev: o o /5
Zp = n |a| (COS(W)"‘iSin((W))/ kZO,I’l—l

Vidimo, da se polarni koti resitev razlikujejo za 27”, vsi pa imajo enako absolutno vrednost.

Zato resitve leZijo na oglis¢ih pravilnega n-kotnika v kompleksni ravnini.
Izkaze se, da ima v mnoZici kompleksnih $tevil vsak polinom stopnje n natanko n (ne
nujno razli¢nih) nicel.

PRIMER A.2.6. Pois¢imo in narigimo vsa kompleksna $tevila z, za katera velja z6 = 2.

RESITEV:  Da bi lahko resili enacbo z° = 2, moramo najprej zapisati desno stran 2 v polarni
obliki. Absolutna vrednost stevila 2 je 2, njegov polarni kot pa 0, saj je 2 pozitivno realno stevilo. Zato
resujemo enacbo

28 =2(cos0 +isin0).

Po formuli je Sest resitev te enacbe enakih

05 (cos (LE2 4 (27))
o) (%))

zak=0,1,2,3,4,5. Ce zapisemo vseh Sest resitev, dobimo

Zk

zo = V2(cos0+isin0) = v/2
- 6 7T i . \6/§ .
z1 = ﬁ(cos§+zsm§)—7(1+1\@>
6
z = V2 Cosz—ﬂ—l—isinz—n :ﬁ —1+iﬁ)
3 3 2
z3 = V2(cosm+isinm)=—v2
6 4t ., 47 _\6@ .
z4 = \fZ(cos3+zsm3) =5 (—1—1\@)
s 57 .. bm 7{’@ .
z5 = ﬁ(cos3+zsm3>—2(1—1\@).

Vseh Sest resitev ima absolutno vrednost enako /2, zato leZijo na kroznici s polmerom /2 s srediséem v
koordinatnem izhodisCu. Vsaka naslednja resitev je zavrtena za kot % glede na prejsnjo, zato so resitve
natanko oglis¢a pravilnega Sestkotnika.
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Im
Zy !
o --Fr--Q
».// NS
Yy, \\ 3
/ \
Z3 7 \i 20
. o
N\ )
'\\ //.'v
N 7 .
o |-
Z4 ’ : Z5

Re
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DODATEK B

Kratek pregled elementarnih funkcij

V dodatku bomo na kratko pregledali elementarne funkcije in njihove lastnosti.

B.1. Polinom

Polinom stopnje n je funkcija oblike

Kjera, #0,a; € R.

p(x) = apx™ +a, X"V .. 4 agx +ag,

Lastnosti:

e D,=R

e g, imenujemo vodilni koeficient polinoma p.

e Polinom ax + b stopnje 1 je linearna funkcija, polinom ax* + bx + ¢ stopnje 2 pa kvadra-
tna funkcija.

Ko x narasca preko vseh meja, gre p(x) — oo, &ejea, > 0in p(x) — —oo, Cejea, < 0.
Obnasanje polinoma p, ko gre x — —oo je odvisno od stopnje polinoma. Polinomi
lihe stopnje imajo za zalogo vrednosti R, medtem ko za polinome sode stopnje velja
limy oo p(x) = limy 00 p(x).

Vsak polinom lahko faktoriziramo na linearne in nerazcepne kvadratne faktorje s
koeficienti v R. Zato ima vsak polinom stopnje 1 kve¢jemu 7 realnih ni¢el. Dolo¢anje
nicel polinomov je teZek problem.

e Vsak polinom stopnje # lahko faktoriziramo na n linearnih faktorjev s koeficienti v C.
e V niclah sode stopnje ima polinom lokalni ekstrem in ohrani predznak, v ni¢lah lihe
stopnje pa spremeni predznak.

PRIMER B.1.1. Narisi graf polinoma

p(x) = —x° +2x* + 63 — 8x* —5x + 6.

RESITEV: Ce faktoriziramo polinom

p(x) = —x° +2x* +6x% —8x% —5x +6 = —(x — 1)%(x +2)(x + 1)(x — 3),

preprosto doloCimo nicle x1 = —2, xp = —1, x34 = 1 in x5 = 3 in tako je graf polinoma enak

160
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B.2. Racionalna funkcija

Racionalna funkcija

r(x) = p(x) _ X" Ay 1x" 1. +ag
g(x)  bpx™ +by_1xm 1+, + by

je kvocient dveh polinomov.

Ce predstavimo racionalno funkcijo v okraj$ani obliki, kjer §tevec in imenovalec nimata
skupnih faktorjev, potem veljajo naslednje lastnosti.
Nic¢le imenovalca racionalne funkcije imenujemo poli racionalne funkcije.
Definicijsko obmogje: D, = R\ {poli r}
Nicle racionalne funkcije so enake ni¢lam Stevca.
Cejen < m, potemje lim r(x) =0in lim r(x) = 0.
X—00 X——00

bz . _ . . ' . _ an
Ceje n = m, potem je xlglgo r(x) == in xg@mr(x) ot

Cejen > m, potem se racionalna funkcija r v neskonénosti priblizuje polinomu s, kjer
je p(x) = s(x)gq(x) + o(x) in je stopnja polinoma o strogo manj$a od stopnje polinoma
q.

x2(x+1)

PRIMER B.2.1. Nari$imo graf racionalne funkcije r(x) = o G2)(12)

x2—4

RESITEV: Funkcija r ima dvojno niclo v tocki O in enojno niclo v tocki —1, njena pola pa sta v
tockah —2 in 2. Torej je D, = R\{-2,2}.

Ker je stopnija sStevca vecja od stopnje imenovalca, moramo za asimptoticno obnasanje funkcije r v
neskoncnosti izracunati kvocient stevea in imenovalca:

3. .2
X7+ x dx +4
= 1+ —5—-.
o4 Tty
Ker je li_r)n i’{—*ﬁ = 0, se racionalna funkcija za zelo velike in zelo majhne x obnasa kot funkcija y =
X— 0 -

x+1
Iz teh podatkov lahko narisemo graf funkcije r:
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y \/

B.3. Eksponentna funkcija in logaritem

Eksponentna funkcija je funkcija oblike
flx) =a%,

kjer je a poljubno pozitivno realno Stevilo.

Eksponentna funkcija ima naslednje lastnosti:

Dr=R, Zf = (0,00).

Cejea > 1, je eksponentna funkcija narascajoca, ¢e je 0 < a < 1, je padajoca.
Eksponentna funkcija je injektivna za vsak a # 1in a® = 1 za vse a.
Najpogosteje uporabljamo osnovo e.

N NI= Q= Q=

(3
=

(O8]
=

Inverzna funkcija eksponentni funkciji a*, kjer a # 1, je logaritem z osnovo a.

Logaritem z osnovo a je funkcija
g(x) = log,x,
pria > 0,a # 1, ki je inverzna eksponentni funkciji f(x) = a*. Torej je

log(e¥) = x in €18 = x.
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e Po definiciji je
a* = y natanko tedaj, koje x =log,y.
° D]Oga == (0, OO), Zloga =R.
4

e log,1=0zavsea >0,a# 1.

e Cejea > 1,je log, naradtajoca, &eje 0 < a < 1, pa je log, padajo¢a funkcija.

e Najpogosteje uporabljamo osnovo a = e. Tako funkcijo imenujemo naravni logaritem
in jo krajse oznatimo tudi z log x ali In x. Ceprav je v&asih z log x oznacen logaritem
pri osnovi 10 (log; x), tu uporabljamo log x izklju¢no za naravni logaritem.

Zveze, ki jih najpogosteje potrebujemo:

o 0"tV = g¥gY,

log, (xy) = log, x +log, y,
log,(x*) = alog, x,
log(e¥) = x in €1%8% = x.

B.4. Kotne funkcije

Funkciji kosinus cosx in sinus sinx sta definirani kot
prva oziroma druga koordinata to¢ke na enotski kro-
Znici, ki oklepa z abscisno osjo kot x.

Pri tem merimo kot x vedno v radianih.

sin x

Obe funkciji sta definirani za vse x € R (Dgin = Deos = R), sta
omejeni (Zgin = Zcos = [—1,1]) in periodi¢ni s periodo 27r.

Ker velja sin(x + %) = cosx, imata njuna grafa enako
obliko, le premaknjena sta za J:

Ty _—— |—sinx
PN EE
‘ - ;
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Pri tem je sinus liha funkcija, kosinus pa soda funkcija.

Pogosto potrebujemo kvocient med sinusom in kosinusom:

Funkciji tangens in kotangens definiramo kot:

sin x COS X
tanx = , cotx = — .
COS X sin x

Tako tangens kot kotangens sta definirana povsod razen v svojih polih:
Dian :]R\{g—i—kn:kez} in Deot = R\ {kr : k € Z).
Sta neomejeni Zan = Zcot = R in periodi¢ni s periodo 7.

Yy

—tanx
cotx

1,,

/

n .
2 M1 7

Med kotnimi funkcijami veljajo Stevilne zveze. Nekaj jih je posledica periodi¢nosti, sodosti
ali lihosti ter osnovnih definicij, kot na primer:

sin(x 4+ 27) = sinx
tan(x + 1) = tanx

cos(x + 27) = cos x
cot(x + 1) = cotx

sin(—x) = —sinx cos(—x) = cos x
tan(—x) = —tanx cot(x) = —cotx
sin”x + cos? x = 1

2, _ _1 2. _ _1
1+ tan X= oo 1+ cot X =5
sin(§ + x) = cos x sin(7t + x) = —sinx
cos(Z +x) = —sinx cos(m+x) = —cosx
tan(5 + x) = — cotx

Se nekatere druge zveze, ki jih uporabljamo v geometriji ali pa pri teoreticnem ra¢unanju

s kotnimi funkcijami, npr. pri integraciji, so:

sin(x +y) = sinx cos y + cos x siny
cos(x +y) = cosxcosy — sinxsiny

__ tanx+tany
tan(x +¥) = Tgnrany

sin(x

—y) =sinxcosy — cosxsiny
cos(x —y) = cos x cos y + sinx siny
t ( - )_ tan x—tany
an{x —y) = 1+tanxtany
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sin(2x) = 2sin x cos x sin” x = 1=¢os2x

cos(2x) = cos? x — sin x cos? x = LiegsZx

tan(2x) = ;2anx tan x = 15Cos2x

sinx + siny = 2sin 25 cos 25¥ sinxsiny = J (cos(x —y) — cos(x +v))
Cos X + cosy = 2cos ;i Ty cosxcosy = 3 (cos(x —y) + cos(x +v))
cosx — cosy = —2sin 5 sin 5 sinxcosy = 3 (sin(x —y) +sin(x +y))

B.5. Lo¢ne funkcije

Kotne funkcije niso injektivne, zato ne obstajajo njihove inverzne funkcije, ¢e jih opazu-
jemo na njihovem celem definicijskem obmogju. Ce pa se omejimo na zozeno obmogje, kjer je
posamezna kotna funkcija injektivna, lahko definiramo njen inverz.

11y

NN

Ker je funkcija sin: [—%, %] — R injektivna, lahko definiramo inverzno funkcijo na tem
zoZenem intervalu.

Funkcija arkus sinus je inverzna funkcija funkcije sinus na intervalu [—7%, F]. Torej je
y = arcsin x natanko tedaj, ko je siny = x

zavsex € [-1,1],y € [-5,5].

Podobno definiramo inverzno funkcijo funkcije kosinus, ¢e omejimo definicijsko obmogje
funkcije cos x na interval [0, 7t].

Funkcija arkus kosinus je inverzna funkcija funkcije kosinus na intervalu [0, 7t]. Torej
je

y = arccos x natanko tedaj, ko je cosy = x
zavsex € [-1,1],y € [0, 7.




B.5. LOCNE FUNKCIJE
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Tudi za zoZeni injektivni funkciji tangens tan: (—7%, %) — R in kotangens cot:

R lahko definiramo njima inverzni funkciji arkus tangens in arkus kotangens, kjer je

7T 7T, .
Darctan = Darccot = R, Zarctan = (_E/ E) in Zarecot = (0/ 7T)~
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